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Einleitung. 



Auf die Frage, was di*^ Zahl Eins sei, oder was das 
ZpicliHi 1 bedeute, wird man meistens die Antwort eiliallen: 
nun, ein Ding Und wenn man dann darauf aufmerlcsara 
macht, dass der äatz 

„die Zahl Eins ist ein Ding" 
keine Definition ist, weil auf der einen Seite der beslimratii 
Artikel, ant tlei andern der unbestimmte stellt, dass er nur 
b^Migt, die Zahl Eins gehöre ztt dfn Dingen, aber nicht, 
welches Ding sie sei, so wird man vielleicht anfgefordert, 
sich ii^ndein Ding zu wählen, das man Eins nennen woUe. 
Wenn aber Jeder das Recht hfttte, nnter- diesem Namen zn 
verstehen, was er will, so würde derselbe Sat« von der Eins 
für Verschiedene Verschiedenes bedeuten; es gäbe keinen 
gemeinsamen Inhalt sulctier Sätze. Einige lehnen vielleicht 
die Frage mit dem Hinweise darauf ab, dass auch die Be- 
deutung^ des Burlj.stabt^ij a in der Aritlimetik nicht angegeben 
weiden ki-niie; und wenn man sage: a bedeutet eine Zahl, 
Fo kuuue liieiin <leisdbe Fehler gefunden werden wie in 
d»-r Definition: Eins ist ein Din^. Nun ist »lie Ablehnung 
der Frage in Bezug auf a ganz gerechtfertigt: es bedeutet 
keine bestimmte, angebbare Zahl, sondern dient dazu, die 
Allgemeinheit von Sätzen aaszudrücken. Wenn man für a 
in a + a^-asA eine beliebige aber nberali dieselbe Zahl 



n 



setztf so erliält man immer eine wahre Gleichung. Tti diesem 
Sinne wird der Buchstabe a gebiaiultt. Ab«r bei der Eins 
Jit gt die Sache doch weseutlit h anders. Küimt-ii wir in der 
(jieichung 1 + 1=2 für 1 beidemal denseil eii (i{'gtMi>tÄud, 
etwa den Mond setzen? Vielmelir scheint e.% dass wir IQr 
die erste 1 etwa.s Anderes wie für die zweite setzen nillssfn. " 
Woran liegt es, dass hier grade das gescheiten nius8. was 
in jenem Falle ein Fehler wäi-e? Die Arithmetik kommt 
mit dem Höchst aben a allein nicht ans, .sondern muss noeh 
andere b, c n. s. w. gebi-auchen, um Beziehungen zwischen 
Terschiedenen ZaIUen allgemein auszudrücken. So füllte 
man denken, könnte auch das Zeichen 1 nicht genügen, 
wenn es in ähnlicher Weise da» diente, den S&izen eire 
Allgemeinheit 2n verleiben. Aber erscheint nicht die Zaiil 
Eins als beftlimmter Gegenstand mit «ngebUaren Eigeoschafteu, 
z. B. mit sich selbst nmltiplicirt nnverinderi zu bleiben? 
In diesem Sinne kann man von a keine Eigenschaften an;^ben; 
denn was von a ausgesagt wird, ist eine gemdnsame Eigen* 
«ehaft der Zahlen, wälirend 1 ' 1 weder vom Monde etw:» 
aussagt, noch von der Sonne, noch von der Sahara, norh 
vom Pic von TenerllTa; denn waa konnte der Sinn einer 
midien Anasage seinf 

Auf solche Fragen werden wohl auch die meiisteo 
Mathematiker keine genügende Antwort bereit haben. I.<5t 
es nun nicht für die Wissenschatt beschämend, .so im Vn- 
klaren über ihren nüchstliegendeu und scheinbar so einfachen 
Gegenstand zu .sein? t'ni so wen ij^er wird man sagen küun« n, 
was Zahl sei. Wenn ein Begiift, der einer g^rossen Wissen- 
Schaft zu (trunde liegt, Schwierigkeiten darbietet, so ist rs 
doch wohl eine unabweisbare Aufgrabe, ihn genauer zu unter- 
suchen und diese Schwierigkeiten zu überwinden, besonders 
da es schwer gelingen möchte, über die negativen, ge- 
brochenen, complexen Zahlen zu voller Klarheit zu kümmen, 
solange noch die Einsicht in die Grundlage des ganzen 
Baues der Arithmetik mangelhaft ist. 
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Viele werden das freilich nicht der Mflhe werfh achten. 
Diit8er Begrüf ist ja, wie sie memen, in den £lementar* 
btt<bem binr«*ichend behandelt nnd damit ftür das ganze 

LeVen abgetli in. Wer glaubt denn über eine no einfache 
Sache noch etwas leiueu zu kouneii! Für so frei von jeder 
Schwierigkeit hält man den Begriff der positiven ganzen 
Zahl, dass er für Kinder wissenbcbaftlich erscbopfend be- 
hantlelt werden könne, und dass Jeder ohne weiteres Nach- 
denken und ohne Bekanntschaft mit dem, was Ändere ge- 
<!acht haben, genau von ihm Bescheid wisse. So fehlt denn 
\ ielfaeh jene erste Vorbedingung des Lernens: das Wissen 
di^s >bichtwis(sens. Die Folge ist, dass man sich noch immer 
mit i'iner rah<tn Auffiissung begnfigti ebwohl schon Her hart*) 
eine richtigere gelelirt hat. Es ist betrübend nnd entmnthigend, 
dat s in dieser Wdse eineErkenntniss immer wieder verloren 
zn gehen dn*ht, die schon errangen war^ dass so manche 
Arbeit vergi üblich zn werden schdnt, weil man im ein« 
gebüdeten Reichthume nicht nöthig zu haben glaubt, sich 
ihre Fruchte anzueignen. Auch diese Arbeit, sehe ich wohl, 
ist Solcher Gefahr ausgesetzt. Jene Roheit der Auffassung 
tritt mir entgegen, wenn das Rechnen a^^n:regatives, mecha- 
nisches Denken genannt wird**). Ich bezweifle, diiss es ein 
solches Denken überhaupt giebt. Äggi'egatives Vorstellen 
könnte man schon eher gelten lassen; aber es ist für das 
Eecbnen ohne Bedeutung* Das Denken ist im Wesentlichen ,cf^ 
itberiill dassell>e: es kommen nicht je nach dem Gegenstände 
verschiedene Arten von Benicgesetcen in Betracht Die 
Unfei schiede bestehen nur in der grosseren odei* geringmn 
Reinheit nnd Unabhängigkeit von psychologischen Einilllssen 
und von &nssfm Hilfen des Denkens wie Sprache^ Zahl- 

*) :>&mmtliclie Werke, hemu«gegeb« TOB Hartenstein, Bd. X, 1 ThL 
Umriis pädagogischer Vorlesungen § 253, Aav. 3: «Zwei hdut siekl 
swei Di l ^, sondi rn Verdoppelung' u. s. w. 

K. Fischer, System der Logik oad MettiikjMk oder Wistes- 
schafttflcbre, 3. Aufl. § 91. 
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zeichen und dgl., dann etwa novk in der Feinheit des Baues 
der Begriffe; aber grade in dieser Rflcksicht möchte die 
Mathematik von keiner Wisifenscbaft» »elbi»t der Philosophie 
nicht, ttbertroffen werden. 

Man wird aas dieser Sch.ifl ersehen kennen, dass anch 
ein scheinbar eJgentbQmlich mathematischer Sehlnss wie der 
Toa n anf n + 1 aof den allgemeinen logischen Gesetzen 
bemht, dass es besondrer Gresetxe des aggregatiren Denkens 7 , 
nicht bedarf. Man kann freilich die Zahlzeichen mechanisch | ' 
gebrauchen, wie man i>apHgeimässig sprechen kann; aber 
Denken möchte dai^ doch kaum zu nennen sein. Es ist nur 
möglich, nachdem durch wirkliches Denken die mathematische 
Zeichensprache i>o ausgeliildet ist, dass sie, wie man sagt,!' ' / ) 
für einen denkt. Dies beweist nicht, dass die Zalilen inl\^ ' 
einer beJ^onders mechanischen Weise, etwa wie Sandhaufen 
aus Quarzkoiitern gebildet sind. Es liegt, denke ich, im 
Interesse der Mathematiker einer solchen Ansicht entgegen«? 
zutreten» welche einen banpisftchlichen Gegenstand ihrer 
Wissenschaft und damit diese selbst berabxnsetMi geeignet 

Aber auch bei Mathematiken! findet man ganz Almliebe 
Aussprüche. Im Gegentheil wird man dem ZahlbegrilTe einen 
feineren Bau zuerkennen müssen als den meisten Begriifen 
andrer Wissenschaften, obwohl er noch einer der einfachsten 
arithmetischen ist. 

Um nun jenen Walm zu widerlegen, dass in Bezug 
auf die positiven ganzen Zahlen eigentlich gar keine Schwierig- 
keiten obwalten, sondern allgemeine Uebereinstimmung 
hen*sche, schien rs mir gut, einige Meinungen von Plulo- 
sophen und Mathematikern über die hier in Betracht kom- 
menden Fragen zu besprechen. Man wird sehn, wie wenig 
Ton Einklang zu linden ist, sodass geradezu entg^:enge8etzte 
Aassprüche vorkommen. Die Einen sagen z. B. : „die Ein- 
heiten sind einander gleich'^ die Andern halten sie für Ypt* 
schieden, und beide haben Gründe für ihre Behan|itnngt die 
sieh nicht kurzer Hand abweisen lassen* Hierdurch suche 
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ich das Bedllifniss nach einer genaueren Ünterfioehang zu 
wecken. Zugleich will iili durch die vorausgeschickte Be- 
leuchtung der von Auderu aut^gesprocheiieu Ansichten meiner 
eignen Auffassung den Boden ebnen, damit man sich vorweg 
überzeuge, dass jene amU ni Wt-ge niM zum Ziele führen, 
und da^5> meine Meinmig niiht eine von vielen gleichbe- 
rechtigten ist; und so hoWi) ich die Frage wenigsten« in 
der Hauptsache eiidgiltig zu entscheiden. 

Fieilicli sind meine Ausführungen hierdurch wohl philo- 
suphischer geworden, als vielen Mathematikern angemessen 
scheinen mag; aber eine gründliche Untersuchiuig des Zahl- 
begiiffes witd immer etwas philosophisch ausfallen müssen. 
Diese Aufgabe hi der Mathematik und Philosophie gemeinsanu 
Wenn das Zusammenarbeiten dieser Wissenscbaltoa 
trotz mancher Anläufe Ton beiden Seiten nicht ein so ge- 
deihliches ist» wie es zu wftnschen und wohl auch möglich 
wäre, so liegt das, wie mir scheint, an dem Ueherwi^gen / 
psychologhicher fietrachtnngsweisen in der Phflosophiei die 
selbst in die Logik eindringen. Mit dkser Bichtong hat 
die Mathematik gar keine BerUhrangspunkl«^ nnd darans 
erklärt sich leicht die Abneigung vieler Mathematiker gegen 
philosophische Betrachtungen. Wenn x. R Stricker*) die 
Vorstellungen der Zahlen motorisch, von MnskelgefBhlen 
abhängig nennt, so kann der Mathematiker seine Zahlen 
darin nicht wiedererkennen und weiss mit einem solchen 
Satze nichts anzufangen. Eine Arithmetik, die auf Muskel- 
gefühle gegründet wäre, wurde gewiss recht gefühlvoll, aber 
auch ebenso verschwommen ausfallen wie diese Grundlage. 
! Nein, mit Gefühlen hat die Arithmetik gar nichts zu schaffen. 
' Ebensowenig mit inneru Bildern, die aus Spuren früherer 
i Siüiie^eindrncke zusammengeflossen sind.' .'^Das Schwankende 
und I nbestimmte, welches alle diese (Gestaltungen haben, 
steht im starken Gegensätze zu der Bestimmtheit and 
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Festigkeit der matlieinatischeii Begriffe und Gegenst&nde. ^ 
Ee nag je von Nntzeii sein, die Vörstellnngen nnd deren 
Wechsel zu betrachten, die beim mathematischen Denken 
Torkommen; aber die Psychologie bilde sich nicht ein, zur 

Begiimdung der Arithmetik irgendetwiis beitragen zu können. 
Dem Mathematiker als i^olchem sind diese iunern Bilder, 
ihre Entstehung und Veräuderung gleicligiltig. Stricker 
sagt selbst, dass er sich beim Worte „Hundert** weiter 
nichts vorstellt als das Zeichen 100. Andere mögen sich 
den Buchstaben C oder sonst etwas vorstellen; geht daraus 
nicht hervor, dass diese ionern Bilder in unserm Falle fttr 
das Wesen der Sache vollkommen gleichgiltig und zufällig 
sind, ebenso zufällig wie eine schwarze Tafel und ein StAck 
Kreide, dass sie überhaupt nicht Vorstellungen der Zahl 
Hundert zu heissen verdienen? Man sehe doch nicht das 
Wesen der Sache in solchen Vörstellnngen! Man nehme \ 
nicht die Beschreibung, wie eine Vorstellung entsteht» flttr| 
eine Definition und nicht die Angabe der seelischoi und | 
leiblichen Bedingungen dafür, dass uns ein Satz zum Be- 
wusstsein kommt, für einen Beweis und verwechsele das } y' 
Gedachtwerden eines Satzes nicht mit seiner Wahrheit! i 
Man muss, wie es seheint, daran erinnern, dass ein Satz 
ebensuwenig aufhört, wahr ?,u sein, wenn ich nicht mehr 
an ihn denke, wie die Sonne vernichtet wird, wenn ich die 
Augen schliesse. Sonst kommen wir noch dahin, dass man 
beim Beweise des pythagoräischen Lehrsatzes es nöthig 
findet, des Phosphoi|;ehaltes unseres Gehirnes zu gedenken, 
und dass ein Astronom sich scheut, seine Schlüsse auf längst 
vergangene Zeiten zn erstrecken, damit man ihm nicht ein* 
wende: „du rechnest da 9*9 s= 4; aber die Zahlvorsteünng 
hat Ja eine Entwickelung, eine Geschichte! Man kann 
zweifeln, ob sie damals schon so weit war. Woher weisst 
du, dass in jener Vergangenheit dieser Satz schon bestand? 
Könnten die damals lebenden AVesen nicht den Satz 2.2 = 6 
gehabt haben, aus dem sich erst durch natürliche Züchtung 
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im Kampf uras Dasein der Satz 2.2—4 entwickelt hat, 
der seinerseits vielleiclit dazu bestimmt ist, auf demselben 
Wege sich zu 2 2 = 3 fortzubilden?" Est modus in rebn«, 
sunt certi deni(iue fines! Die geschichtliche Bt^trachtangs« 
weise, die das Werden der Dinge za belunscben und ans 
dem Weiilen ihr Wesen zv erkennen sncht» bat gewiss eine 
grosse Berechtigung; aber sie hat such ihre Grenzen. Wem 
in dem best&ndigen Flusse aller Dinge nicbta Festes, Ewiges 
bebanle, wttrde die Erkennbarkeil der Welt aufhören und 
Alles in Verwirrung stürzen. Man denkt sieb, wie es 
scheint^ dass die Begriffe in der einzelnen Seele so entstehen, 
wie die lilatter an den Baumen und meint ihr Wesen da- 
duich erkennen zu können, dass man iln ei Kiiibtelaing naih- 
toi si lit und sie aus der Natur der niensrlilidien Seele psy- 

Uhologiscli zu erklären sutlit. Aber diöse Autiassung zieht 
Alles ins Subjective und liebt, bis ans Kude verfolgt, die 

.1 Wahrheit auf. Was man (lesclüchte der Begriffe neunt, 
ist wohl entweder eine Gesrhichte unserer Krkenntniss der ^ 
Begrifie oder der Bedeutungen der Wörter. Durch grosse 
geisti^^e Arbeit, die Jahrhunderte hindurch andauern kann» 
gelingt es oft erst, einen Begriff in seiner Reinheit zu er- 
kenneu, ihn aus den fremden UinhQllnngen heraussuscbSlen, 
die ibu dem geistigen Auge verbargen. Was soll man nun 
dazu .<ageu, wenn Jemand, statt diese Arbeit, wo sie noch 
nicht vollendet scheint, fortzusetzen, sie für nichts achtet, 
in die Kinderstube geht oder sich in iilte^^ten erdenkbaren 
Ent\v ickeluug.s.stufen der Menschheit zurückversetzt, um dort 
wie J. St. Mill etwa eine Pfefferkuchen- oiler Kieselstein- 
arithmetik zu euttlecken! Es tVliit nur noch, dem Wohl- 
geschmacke des Kuchens eine besondere Bedeutung für den 
ZahlbegriÜ^ zuzuschreiben. Dies ist doch das grade Qegen- 
theil eines vernünftigen Verfahrens und jedenfalls so unmathe- 
matisch wie möglich.- Kein Wunder, dass die Mathematiker 
nichts davon wissen wollen! Statt eine besondere Reinheit 
der Begriffe da zn flnden» wa man ihrer Quelle nahe zu seia 
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glaubt, sieht man Alles verscUwommen und ungesondert wie 
durch einen Nebel. Es ist so, als ob jemand, um Ameiika 
kennen zu lernen, sich in die Lage des Columbus zurttck- 
versetzen wollte» als er den ersten sweifelhalten Schimmer 
seines Yermeintlichen Indiens erblickte. Freilieh beweist 
ein solcher Vergleich nichts; aber er verdeutlicht hoffentlich 
meine Meinung. Es kann Ja sein, dass die Geschichte der 
Entdeckungen in viden Fällen als Vorbereitung für weitere 
Forschungen n&tzlich ist; aber sie darf nicht an deren Stelle 
treten wollen. 

Dem Mathematiker gegenüber, wäre eine Bekämpfung 
solcher Auffassungen wohl kaum nüthig gewesen; aber da 
ich auch für die Pliilosophe:] die behandelten Streitfragen 
möglichst zum Austrage bringen wollte, war ich genüthigt, 
mich auf die Ps3Thologie ein wenig einzulassen, wenn auch 
nur, um ihren Einbruch in die Mathematik zurückzuweisen« 

Uebrigens kommen auch in mathematischen Lehrbüchern 
psychologische Wendungen Tor. Wenn man eine Verpflichtang 
fftblt» eine Definition sn geben, ohne es zn kCnnen, so will 
man wenigstens die Wdse heschreiben, wie man zu dem 
betreffenden Gegenstande oder Begriffe kommt. Man erkennt 
diesen Fall leicht daran, dass im weitem Verlanfe nie mehr 
anf eine solche Erkl&rang zurückgegriffen wird. Für Lehr* 
zwecke ist Hne Einführung anf die Sache auch ganz am 
Platze; nur sollte man sie von einer Defiiiitioii immer ileuMiijh 
unterscheiden. Dass audi Matlieuiatiker Beweisgründe mit 
innern oder äussern Bedingungen der Führung eines Reweises 
verwechseln kuinien, dafür liefert E. Schröder*) ein ergötz- 
liches Beispiel, indem er unter der Ueberschrift : „Einziges 
Axiom" Folgendes darbietet; „Das? gedachte Priucip könnte 
wohl das Axiom der Inhärenz der Zeichen genannt werden. 
£s giebt uns die Gewissheit^ dass bei allen unsem £nt* 
Wicklungen nnd Scblnssfolgernngen die Zeichen in unserer 
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Erinaemng — noch fester aber am Papiere — haftoi'' o. s. w. 

So seiir steh nun die Mathematik jede Beihilfe vonseiten 
der Psychologie verbitten muss, so weiüg kann »ie ihren ragen 
Zusammenhang mit der Logik verleugnen. Ja, ich stimme der 

An^iclit derjenigeu bei, die eiue scharfe Treimuug für unthunlieh 
halten. iSuviel wird uiau zugeben, dass jede üiiterfc?uchung 
Uber die Buiuligkeit einer ßeweisluhi iiiig wUt die Bereehtiguug 
einer Definition logisch yeiii miiss. Solche Fragen ssiad aber - 
gar nicht vun der Mathematik abzuweisen, da nur durch V 
ihre Beantwortung die nolhige Sicherheit eireichbar ist. * 

Auch in dieser lUchtung gehe ich freilich etwas über 
das UeblicUe hinaus. Die uieislen Mathematiker sind bei< 
üntersiichnngeu ähnlicher Art zufrieden, dem unmittelbaren 
Bedürlnisse genügt zu haben. Wenn bich eiue Definition 
willig zu den Beweisen liergiebt, wenn man nirgends auf 
Widerspruche stosst, wenn sich Zusammenhange zwischen 
scheinbar entlegnen ii^achett erkennen lassen und wenn sich 
dadurch eine höhere Ordnung mid Gesetzmässigkeit eigiebt» 
80 pflegt man die Definition für genügend gesichert zn halten 
und fragt wenig nach ilner logischen Kechtfertigung. Dies 
Verfahren hat jedenfalls da.s Gute, da^:? man uickt leicht 
das Ziel ganzlich verfehlt. Auch ich meine, dass die Defi- 
nitionen .sich (lurcii ihre Fruchtbarkeit bewähren müssen, 
duich die Mogliehkeil, Beweise mit ihnen zu führen. Aber 
es ist wohl zn beachten, dass die Strenge der Beweisführung 

' I ein Schein bleibti uiag auch die Schlusskette lückenlos sein, 
^ wenn die Deliuitiuuen nur nachträglich dadurch gerechtfertigt 

' ' i wei'deni dass man auf keinen Widerspruch gestossen ist 
Ho hat man im («iitnde immer nur eine erfahrungsmässige 
Sicherheit erlaugt und mass eigentlich darauf ge&sst sein, 
zuletzt doch noch einen Widerspriich anzntreiTen, der das 
ganze GebAude zum Einstürze bringt. Darum glaubte ich 
etwas weiter anf die allgemeinen logischen Grundlagen 
znruckgehu zu niiissen, als vielleicht von den meisten Mathe* 
matikeru füi' uölbig gehalten wiid. 
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,AJs Grundsätze habe idi in dieser Untersnchnog fol- 
gende feslgebalten: 

es ist das Psycholug^tsclie von dem liugiäcbeii, das Snb* 
jective von dem Objectiveii scharf zu tmmeii; 

uach der Bedeiiliiiig der Würter imisü im ISaUzubiimmcu- 
hauge, nicht iu ihrer Vereinzeluug gefragt werden; 

der Unterschied zwiücUeu Begiiff und Gegeablaud i^t 
im Auge zn behalten. 

Um das £^te zu befolgen, liabe idi das AVort «Vor- 
stellung" imm«r im i)8ycliol<>gisdien Sinne gebrnnclit und die 
Vorstelluugeu von den Begiitfen und Gegenständen unter* 
schieden. AVenn man den zweiten Grundsatz unbeachtet 

lässt, ist man fast genöthigt, als Bedeutung der Wörter 
innere Bilder oder Thateu der tiiizeliieii Seele zu nehmen 
inid damit auch gegen den ersten zu verytosseu. AVas den 
d] itieii l'iiiikt betrifft, i>o ist es nur Schein, wenn man meint, ^/ 
einen rngntf zum Gegcnsitaiide machen zu können, ohne ihn ' 
zu veräudeni. Von hieraus eiiiiibt sich die UnhalLbarkeit 
einer veibreiteteu foimalen Theorie der Brtiche, negativen 
Zalilen n. s. w. Wie ich die Verhe;<sernng denke, kann 
ich in dieser Sclirift nur andeuten. £s wird iu allen diesen 
Fällen wie bei den positiven ganzen Zahlen darauf ankommen, 
den Sinn einer Gleidiung festzustellen. 

Meine Ergehnisse werden, denke ich, wenigstens in 

der Hauptsache die Zustimmung der Mathematiker finden, 
welche sich die Midie nehmen, meine Gründe iu Betracht 
zu ziehn. Sie ^cheinen mir iu der Lnl't zu Herren und einzeln 
sind tie vielleicht schon alle wenigstens aiuiähernd ausge- 
s]>rocht'n wurden; aber in diesem Zusammenhange mit ein- 
ander möchteu sie doch neu seiu. Ich habe mich manchmal 
gewundert, dass Darstellungen! die iu Einem Punkte meiner 
Auflfassuiig so nahe kommen, in andern so stark abweichen. 

Die Aufnahme bei den Philosophen wkd je nach dem 
Standpunkte verschieden seiu, am schlechtesten wohl bei 
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Jenen Empirikeru, die als ui sjn iiugliclie Schlusj^ weise nur 
die Inductiuu anerkennen wollen und auch dit^ti uiebt einmal 
als Sclihissweisje, sondern als Gewöhnung. Vic lleit ht unter- 
zieht Einer oder' der Andere bei dieser Gelegenheit die 
Grundlagen ^»tinei' Erkeuntnisötheone einer erneueten Prüfung, 
l^enea, welche etwa meine Definitionen ftlr unuatarlicli 
erklären möchten, gebe ich zn bedenken, dtam die Frage 
hier nicht ist, ob natürlich, sondern ob den Kern der Sach« 
treffend und logiscli einwnrfslrei 

Ich gebe mich der Hoffiiung hin, dass bei Tomrtheila- 
Itfser Prüfung auch die Philosophen einiges Braachbare In 
dieser Schrift finden werden. 
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§ 1. Naclidem die MaMiematik sich eine Zeit lai)g von 
der «uklidisclien Strenge cntremt Iiatte, kehlt sie jetzt zu 
ilir zurück und strebt gar Uber sie hinaus. In der Arith* 
Ulf tik war »cboii infolge des indisclicn Ursprungs vieler ihrer 
Vcrfalirungswcisin und BegritVe eine laxere Denkweise her- 
gelirucht als in der ven den Grieclieu vomebmlich ansge- 
hildeten GeometHe. Sie wurde durch die Erfindung der 
hrdiern Analj'sis nur gefördeii; denn einei-seits stellten sich 
einer strengen Behandlung dieser Tjehren erhebliche, fast un- 
besiegliche i:<chwi(*rigkeiten entgegeUt d^ren Ueberwindung 
andrerseits die darauf verwendeten Anstrengungen wenig 
lohnen zu wollen schien. Doch hat die weitere Entwickelung 
immer deutlicher gelelirt, dass in der Mathematik eine blos 
moralische IVbei-zengung, gestftlist auf viele erfolgreiche 
Anwendungen, nicht genügt. Für Vieles wiiil jetzt ein 
Heweis geiorilert, was Ii ühci IVir selbstvei ständlicli galt. Die 
(trenzcii der Uiltigki-it sind erst daduicli in iiianclitiii t'älleu 
testgestellt worden. Die Jiegritfe der Function, der Stetig- 
keit, der Grenze, des Unendlit hen liabeu sich einer scliäiferen 
Hestiininiuig bedüitlig gezeigt. Das Negative und die Irra- 
tionaizahi, \v<*l( lie längst in die ^^ issenschat't aufgenommen 
waren, haben sich einer genaueren h^i üfung ihrer BerecbtigUDg 
unterwerfen müssen. 

So zeigt sich überall das IJestreben, streng zu beweisen, 
die Giltigkeitsgrenzen gHiaii /u ziehen und, um dies zu 
können, die BegriHe scharf zu fassen« 

1 
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§ 2. Dies« r AVog; imiss im weitern Verfolge auf «len 
Hp^iiU (Um- Anzalil uml auf die von itositiveu gan/.tn Zahlen 
geltenden einfaelisteii Sätze fiilnen, welcli« die Grnndlajje 
dei* giinzen Arithmetik bihlen. Freilich sind Znlilfoj nwhi wie 
5 7 = 12 und CJesetze wie das der Assoeiaf iviliit bei 
der Addition durch die unzähligen Anwendungen, die tag« 
tiiglieli von ihnen gemacht werden, so vielfach be^tutigt, dann 
es fast lächerlich erscheinen kann, sie durch da» Verlaugfti 
nach einem Beweise in Zweifel ziehen %n wollen. Aber 
liegt im Wesen der Mathematik bogrfindet, dtis^s sie Qhemll, 
wo ein Beweis möglich ist, ihn der Bewilhrnng dnreh To* 
dnciion vorzieht. Euklid beweist Vieles, was ihm Jeder 
rdineliin zugestehen w^fiiile. Tndem man sieh selbst an der 
euklidischen Strenge nicht genügen licss, ist man auf die 
Untersuchungen gefiihrt worden, welche sich an da.s Parullele- 
naxiom gekniipft haben. 

So ist jene auf grijsste St i enge gerichtete Bewegung 
schon vielfach iibt^r das zunäelist gefülilte ßeilüifnis.s liinaiis- 
gegangen und dieses i.st an Ausdehnung und Stärke immer 
gewachsen. 

Der Beweis hat eben nicht nur den Zweck, die Wahr- 
heit eines Satzes über jeden Zweifel zu erheben, sondem 
auch ile», eine Einsicht in die Abhängigkeit der Wahrlieiten 
von einander zu gewilluen. Nachdem man sich von der 
rnerschfttterliehkeit eines Felsblockes durch vei'gebliclie 
VerMiche, ihn zu bewegen, Überzeugt hat, kann man ferner 
fi agen, was ihn denn so sicher nnterstflize. Je weiter man 
diese l^nlerKnchungen fortsetzt, auf desto weniger Unrahr- 
heiten fi\lirt man Alles zurück; und diese Vereinfachung ist an 
sich schon ein erstrebenswert lies Ziel. Vielleicht bestätigt sich 
auch die llolVnung, dass man allgemeine Weisen der Begriö's- 
bildnns; oder der Bef^ründnnq: f^ewiimen könne, die aucli iu ver- 
wick tolleren Fällen verwendbar sind, indem man zum Bewusst- 
st'iji bringt , was die Menschen in den einfai hslen Fällen instiuc- 
Uv gethan haben, und das Allgemeingut ige daraus abscheidet. 
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§ 3. ich haben auch philosophische Beweggiünde za 
solclien UntersQchangeii bestiuimt. Die Fragen nach der 
apiioiischeu oder aposteriorischen, der synthetischen odtr 
analytischen Xatur der arithmetiseheu Wahrheiten harren 
hier ihi*er Beantwortung. Denn, wenn anch diese Bq^e 
selbst der Philosophie angehören, so glaube ich doch, das« 
die Entscheidung nicht ohne Beihilfe der Mathematik erfolgen 
kann. Freilick bangt dies von dem Sinne ab, den man jenen 
Fragen beilegt. 

Es ist kein seltener Fall, dass man zuerst den Tiilialt 
eines Satzes gewinnt und tlahii ;iut ( inem andern beschwer- 
licheren Wege den strengen Beweis liilirt, durch den man 
oft auch die Bedinguiigen der (liltigkeit genauer kennen 
hrnt. So hat man allginiein die Frage, wie wir zu dem 
Inhalte eines Urtheils kommen, von der zu trennen, woher 
wir die Berechtigung fiir unsere Behauptung nehmen. 

Jene Unterscheidungen von apriori und aposteriori, 
S3*nlhetisch und analytisch bet reiten nun nach meiner*) Auf* 
lassung nicht den ruhalt des lirtheils, sondern die Berech- 
tigung zur Urtheilsfallnng. T)», wo diese fehlt, föllt auch 
die Möglichkeit jener Fintbeihmg weg. Ein Irrthnm apriori 
ist dann ein eben.solclios Unding wie etwa ein blauer Begriff. 
Wenn man einen Safse in meinem Sinne aposteriori oder «c 
analytisch nennt, so urt heilt man niilit liber die psjcholo- 
fjisilien, phy.siolo^ischen und i)liy.sikalis(hen Verhältnisse, die 
»'S iui)glieh geniaelit lialicn. d^^n Inhalt des Satzes im Re- 
wusst.s( in zu bilden, autli nicht darüber, wie ein Anderer 
vielleiehi irrthiuulielierweisc dazu gt koninieu ist, ihn für wahr 
zu haihni, sond< in dariiber, worauf im tieföten Grunde die 
Berechtigung des Für\^ aluluiltens bernht. 

Dadur(di w'ml die Frage dem Gebiete der Psychologie 
entrückt und dem der Mathematik zngewiesen, wenn es sich 

*) Ich will damit iiatUrUcli iitclit einen nenen Sinn bmeialeg^ea, 
wiuleni nmr dis treffen, wa» Mhere Scbiiftiteller, inibcMadm Kt»t 
geucittt hftbea. 
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um eine matheniathische Waliilieit handelt. Es kommt nun 
dalauf an, den Beweis zu tiudeu und ihn bis auf die Ur- 
walu'lieiteii zurückzaverfolgen. Slüsst nmu auf diesem We^ 
nar auf die aUgememeu logisclieu Gesetze und auf Definitionen, 
so hat man eine analytische Wahrheit, wubei voranssgeseUt 
nvird, diss aacli die ^Sätze mit in Het rächt gezogeu werden, 
auf denen etwa die ZuUUsigkeit einer Definition beroiit, 
IVenn es aber nicht nOglich hst, den Beweis zn ffibi^n, olino 
Wahrheiten zn benutzen, welche nicht allgemein logischer 
Katnr sind, sondern sich auf eüi besonderes Wissensgebiet 
beziehen^ so ist der Satz ein synthetischer. Damit eine 
Wahrheit aposteriöri sei, wird verlangt, dass ihr Beweis 
nicht ohne Berofnng auf Thatsachen auskomme; d. h. auf 
nnbeweu^bai'e Wahrheiten ohne Allgemeinheit, die Ausi^agen 
von bestimmten Gegenständen enthalten. Ist es dagegen 
möglich, den Beweis ganz aus allgemeinen Gesetzen za 
Itihren, die selber eines Beweises wnler Hihig noch bedfirftig 
sind, so ist die Wahrheit apriori.*) 

§ 4. Von diesen philosuphischeu Fragen aii>gehend 
k Olli nu n wir zu derselben Forderung, welche unabhängig 
davon auf dem Üel»ietc der Matheuiatik sidbst erwachsen 
ist: die Grundsätze der Anthmelik. wenn irgend inüfrlicl», 
mit gl iK ster Strenge zu beweisen; ih-mi nur wenn aiiis sui^- 
lältigsie jede Lücke in der 8i:hluj<skette vermieden wij d, kann 
man mit Sicherheit sagen, auf welche Urwaliilieiten sicli der 
Deweis .^Kitzt; und nur wenn niuu diese kennt, wird uiau jene 
Fragen beautworteu können. 

*> Wenn man flberbaiapt ftUgemeiiie Walirbeitra anerkcmit, so 
iniiss iimu auch zugeben, iUm es mlvkt Urgem.'Ue giclil, weil aiu lauter 

• eiu2eluen TlmtäacliCu uiclits folgt, es stx deuii auf (jiruud eiui-s Ui'üctze«. 
« .Seilst tHc luduetion beruht auf dem allgeiueiueu S:jt7.o, dass dies Ver- 
fuhren die Walirheit oder duck eiue Wahrtk-LeiulicUkcit für ein (it-ncts 
begiüudeu köuue. Für den, der diea leuguet, ist die Imiiktiuu uichu 
Wi^ilvr uU fiue psychulogische ErMrliciaaug, eine Weise, wie Meusvheu 
xn «lein Ulttnben an die Wnbibcit eine« Siatse« koninen, ohne das« dieser 
tilanbe dadureb irgendwie gerecbüertigt wlrt. 
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Wenn man nun dieser Fordening uacbznkommen ver-> 
sui'lit, so gelangt man selir bald m Sätzen, deren Beweis 
solange unmöglich ist, als es niclit gelingt, darin vorkom- 
mende Ik'gi ill'e in einfachere'aufziilösen oder auf Allgemeineres 
zuriu'kzufulireu. liier ist es iiuu vor allen div Anzahl, welche 
(le6nirt oder als iindefiiiirbar anerkannt weidtn iiiui^s. Das 
soll die Anfgaljc (lie>es Buches sein.*) Vun ihrer Lösung 
wird die Ent:^cheiiUiug Über die Natur der arilhmellscbeu 
Gesetze abhangen. 

Bevor ich diese Fragen selbst angreife, will ich Einigei» 
vorattsscbicken, was Fingerzeige fttr ihre Beantwortung geb^ 
kann. AV'eun Bich nämlich von andern Gesichtspunkten ans 
Gründe dafür ergeben, dass die Gnmdsätze der Arithmetik 
analytisch sind, so sprechen diese auch für deren Beweis* 
barkeit und für die Definirbai'keit des Begilffes der Ansalil. 
Die entgegengesetzte Wirknug werden die Gründe für die Apo- 
steriorität dieser Wabriieiten haben. Deshalb mSgen diese 
Streitpunkte zunächst einer vorläutigeu Beleuchtung unter« 
worfen werden. 

I. Meinungen einiger Schriftsteller über die Natur der 

arithmetischen Sätze. 

Sind die Zahlformelu beweisbar? 

§ 5. Man mnss die Zahlfornieln, die wie S 4* 3 == 5 
von bestimmten Zahlen handeln, von den allgemeitten Ge- 
setzen unterscheiden, die von dien ganzen Zahlen gelten. 

Jene werden von einigen Philosophen**) für nnbewdsbar 
und unmittelbar klar wie Axiome gehalten. Kant***) 
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♦)'E8 wird also im Folgenden, wenn nichts weiter bemerkt wird, 
keinen uilcrn Zaldi'n (b-n po^^itiveu gAiixeii die llede sein, welche 

die Frage wie viele? autworteu. 

Hobbes, Locke, Newton. Vergl. Bauinaun, die Lehren tob 
Zeit, Kaum und Mathematik. S. 241 u. Ui'J, S. 3'15 fi'., S. -175. 

***) Kritik der r^iueu Verauiift hemudgeg. r. Uartensteiu. III. S. 157. 
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Uäii sie für unbeweisbar uud synthetisch, scheat sich aber, 
sie Axiome zu neoueii, weil sie nicht «llgemeiii sind, und 
well ihre Zahl unendlich ist. Hanke^) nennt mit Recht 
diese Annahme von itnendlich vielen anbeweisbaren lirwahr- 
heiten unangemessen und paradox. Sie widetstreitet in der 
That dem BedOrfoisse der Vemnuft nach Uebersichtlichkeit 
der ersten Grundlagen. Und ist es denn unmittelbar ein- 
leucbteud, dass 

135664 4- 37863 = 173527 

ist? Neiul uud eben dies fühlt Kant für die S3'utketi8che 
TCatiir dieser Sätze an. Es spricht aber vielmehr gegen 
ihre Unbeweisbarkeit; denn wie sollen sie anders eingesehen 
werden als durch einen Beweis, da sie unmittelbar nicht 
einleuchten ? Kant will die Anschauung von Fingern oder 
Punkten zu Hilfe nehm^ woduixh er in Gefahr geräth, 
diese Sätze gegen seine Aieinung als empirische erscheinen 
zu lassen; denn die Anschauung von 37863 Fingern ist 
doch Jedenfalls keine reine. Der Ausdnick „Anschauung** 
scheint auch nicht recht zu passen, da schon 10 Finger 
dm'ck ihre Stellungen zu dnauder die verschiedensten An- 
schauungen hervoimfen kOnnen. Haben wii* denn fiberbaupt 
eine Anscbaunug von 135664 Fingern oder Punkten? Hatten 
wir sie und liälten wir eine von 37S03 Fingein und eine 
von 173527 Fingern, so miUste die Richtigkeit Ulli^til ti Glei- 
tlVing Süfoit einleuchten, wenigstens fiu- Finger, wenn sie 
uubeweij^bar Märe; aber dies ist nicht der Fall. 

Kant liiil offenbar nur kleine Zivilen im Sinne gehabt. 
Dann "würden die Fonnehi für gi usse Zalileu beweisbar sein, 
die für kleine durch die Aiiscliauiii;g unmittelbar eiukurhten. 
Aber es ist misslich, einen grun<li?iitzliehen Unterscl 
zwischen kleinen und grossen Zahlen zu machen, besoud* 
da eine scharfe Grenze nicht zu zielieu 2>ein mochte, AVe! 



*) VorlesoDgen Uber die couiplcscu Zahlen uud ihiea Futtctiouca. 

S. U. 
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die Zalxlformeln etwa \oii 10 an beweisbar wären, so wflrd« 
\mn mit Kecht üagcu: waiiim nickt von 5 au, von 2 an, 
VüU 1 au? 

§ G. Audeie riiil«'>oi»lieu und Matliematiker liaben 
denn auch die Beweisbarkeit der ZabUuimelu bebauiitet. 
Lcibuiz*) sagt: 

„Es ist keine unniittelbaie AV'alirlieil, dass 2 uud 2 4 
^^ud; voraus^est tzt, dass 4 bezeichnet '6 uud 1, Mau kann 
sie beweisen und zwar so: 

Definitionen: 1) 2 ist 1 uud ^ ^ 'T^ - 

2) 3 ist 2 und 1, ri uv l v 

3) 4 ist 3 und 1. ^ ^ 
Axiom: AVenn man Gleiches an die Stelle setzt» bleibt 

die Crleichttng besteli«i. 

Beweis: 2 + 2 = 2 + l + l^Z + l^i. 

Def. 1. Def. 2. Vtt a 

Also: nach dem Axiom: 2 % ss= 4," 
Dieser Beweis scheint zunächst ganz aus Deßuitiuuen 
uud dem ai^elShrten Axiome aufgebaut zu sein. Auch dieses 
könule in eine Definiüon vern'anddt werden, wie es Leibniz 
au einem andern Oiie**) selbst gethau bat^ Es scbeittt, 
dass mau von 1, 3> 3, 4 weiter nichts zu wusseu liranclit» 
als was in den Definitionen enthalten ist Bei genaaerer 
Betrachtuug entdeckt mau jedoch eine Lücke, die dnvch das 
Weglassen der Klammem verdeckt ist. Genauer mSsste 
nämlich geschrieben w^fden: 

2 + 2 = 2 + (1 + 1) 
(2 + 1) + 1 = 3 + 1= 4. 
liier fehlt der Satz 

2 + (1 + 1) = (2 + 1) + 1, 
der eiu besonderer Fall von 

a + (b + c) = (a + b) + c 
ist. betzt mau dies Gesetz voraus, so sieht mau leicht, dass 

*) Nunveaux EmmIs, IV. ^ 10. Erdm. S. 360. 

**) ym iuelegnu« qiediucB demgii«traiidi ui alMtr»cti«. ISrdm. S. M. 



jede Formel des EinsimdeuiK so bewiesen weiden kann. £s| 
*st dann jede Zahl aus der vorliergelieuden zu definii en. ln| 
((er Thal sehe ich nicht, wie uns etwa die Zahl 437086 an-| 
gemessener geg^eben werden kdnote ftls in der leibnizischeu 
Weise. Wir bekommen sie so, auch ohne eine VorsteUuns 
TOD ihr zu haben, doch In unsere Gewalt. Die unendliche 
Menge der Zahlen wird durch solche Definitionen anf die 
Eins und die Yennehrung um eins ssnrfickge führt, und jede 
derunendlich vielen Zahlfoimeln kann auis einigen allgemeinen 
Salzen bewiesen werden. 

Dies ist aucli die Meinung von U. ürasisuumn und 
H. Uankel. Jener will das Gesetz 

a + (b + 1) ==: (a + b) + 1 
durch eine Definition gewinnen, indem er sagt*): 

„Wenn a nnd b beliebige Glieder der Gmndreihe sind, 
so versteht man unter der Snmme a -f- b dasjenige Glied 
der Gmndreihe, für welches die Formel 

a + (b + e)ssa + b + c 

gilt." 

Hierbei soll e die positive Einheit l)edeulen. (i^rrcn 
diese Erklärung lässjt sich zweierlei einwenden. Zunächst 
wild die Snmme durch sich selbst erklärt. AVenn man noch 
nicht weiss, was a -f b bedeuten soll, versteht man auch 
den Ausdiuck a + (b -1- e) nicht. Aber dieser Einwand 
lilsst sich vielleicht dadurch beseitigen, dass man freilieh im 
Widei^spnich mit dem AVortlaute sagt, nicht die Snmme, 
sondern die Addition solle erklärt werden. Dann wQiile 
immer noch eingewendet wei-den krmnen, dsss a ^ 
leeres Zeichen wäre, wenn es kein Glied der Grandreihe oder 
deren melire von der verlangten Art gäbe. Dass dies nicht 
statthabe, setzt Grassmann einfiuh voraus, ohne es zu be- 
weisen, sodass die Strenge nur scheinbar ist. 

*) Lehrbnch dvr Matbematik flUr hClii^re JjdinuifltalteD. 1. Theil: 
Arithmetik, Stettin 1800, a 4. 
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§ 7. Mau sollte deiikeu. dass die Zablformeln $311- 
Ihtitisch oder aualylitjchy aposlmori oil«r aprioti t»ind, je 
uaclHlem die altgemdnen Ge^^etze es mA, anf die sich ihr 
Beweis stiitzl. Dm MM jed<»c1i die Meinung Jolin Stuart 
'MiW» entgegen. Zwar scheint er zunftchst wie Leibnis 
die 'Wi^iiienschaft anf Defiuitiouen gi'üaden zu wellen,'*) da 
CT die einzelnen Zahlen wie dieser erklürt; aber f$ein Vor^ 
urtbeilt dass alles Wiiteien einiiirliüch sei, verdirbt sofort den 
Hellt igeu Gedanken wieder. Er belehrt uns nämlich,^*) dasa 
jt^iie Befiuitionen keine im logischen Sinne seien, dass sie 
nicht iitir die Bedeutung eiues Ansdrnckes fest^etzeiii sondeni 
(hnnil auch eine beohaclitete Tliatsache behaupten. Was 
in aller Welt mag die bcobaclitete oder, wie Hill auch 
sagt, i>li.Vi>ikaliscbe Thatsache sein, die in der JJefiiütiou der 
Zahl 777864 leliau]>tet wird? Von dem ganzen Reicbthume 
au i)liysikaliHcbPU Tiiatt^aclit'ii, der sich hier vor uns aufthut, 
nennt uns Mill nur eine einzige, dii» in der Defmitiou der 
Zahl 3 behauptet werde 11 soll. Sie besieht nach ihm daiin, 
dass es Zusammeufii^niii^LU von Gegenständen giebt, welche, 
wahrend sie diesen Eindruck "0" auf die Sinne machen, in 
zwei Theile getrennt werden könuen, wie folgt: «0 AVie 
gut doch, dass nicht Allen in der AVeit iiiet- und nagelfest 
ist; dauu könnten wir diese Trennung nicht voruehmeu, und 
2 1 wäre nicht 3! AVie schade, dass Mill nicht auch die 
physikalischen Thatsacheu abgebildet hat, welche den Zahlen 
0 und 1 zu Grande liegen! 

Mill führt fort: „Nachdem dieser SatK zugegeben Ist^ 
nennen wii* alle dergleichen Theile 3''« Man eiicenut hier* 
ans, dass es eigentlich unrichtig ist, wenn die Uhr drei 
ischlägt, von di'ei Schlägen zu spi-echen, oder sQss, sauer, 
bitter di'ei Geschmacksempfindungen zu nennen; ebensowenig 



*) System der deductivcn und hidnctim I^gik. ttbawtsl m 
J. Si'MeL HL Buch, XXIV. Ciip, § 5. 
**) A. a. O. IL Buch, YL Cap , § 2. 
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ist der Ausdruck „drei Anflosungsweisen einer Gleichung^' zn 
bDligen; denn man hat uiemali» davon den sinulicben Eindruck 
wie von V. 

Nun sHpft Mill: „Die RiTlinuiigen fulgt-n iiirlit ans der 
Definitiuu seUist, sondern aus der beobaclitetcu Tliatsadn*/* 
Aber wo liRtte sirli Leibniz in dem ol)eu iiiitgel heilten 
Beweise des Satzes 2 H- 2 = I auf die erwälinte Tbatsaclie 
berufen sollen? Mill uuterlässt es^ die Lücke nachzuweisen, 
obwohl er einen dem leibuizisclien ganz entsprechenden Be- 
weis des Satzes B + 2 ^ 1 giebt.*) Die wirklich vorhan* 
dene Lftcke, die in dem Weglassen der Klammem liegt, 
übersieht er wie Leibnis. 

"Wenn wirklich die Definition jeder cinzcluen ZaM eine 
besondere physikalische Tlia(s;u lie belianidele. so würde man 
einen Mann, der mit neunzitfrigen Zaldeu lediiiet, nicht genug 
wegen seines physikalischen AVissens licwundcrn können. 
Vielleicht geht indessen !Mill's Meinung nicht dahin, dass 
alle diese Thatsachen einzeln beobachtet werden niiissten, 
sondern es genüge, durch InducUou ein allgenieiuei} Gesetz 
abgeleitet zu baben, in dem sie säuimüieh eingeschlossen 
seien. Aber mau versuche^ dies Gesetz auszusprechen, und 
man wird finden, dass es unmöglich ist. Es reicht nicht 
Iiin, zu sagen: es giebt grosse Samminngen von Dingen, die 
zeiiegt "werden können; denn damit ist nicht gesagt, dass es 
so giosse Sammlungen und von der Art giebt, wie zur De- 
finition etwa der Zahl 1000000 erfordert werden, und die 
"Weise der Tlieilung ist auch nicht genauer angegeben. Die 
millsche Auflassung fülut notliwendig zu der ^Forderung, 
dass fllr jede Zahl eine Thatsache besonders beobachtet 
werde, weil in einem allgemeinen Gesetze grade das Eigen- 
thüniliche der Zahl lOOOOOO. das ym deren Definilion notli- 
wendig gehört, verlort 11 gehen würde. Man dürfte nach 
Mill in dei* That nicht seUen 1000000 999999 + 1, 

*) A. a. 0. lU. Bncb, 3UUV. Cap., $ 5. 
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wenn man nicht grad« diese eigentkümUelae Weiise der Zer* 
leguug einer i^amnduug von Dingen beobachtet hätte, die 
von der irgendeiner andern Zahl znkomuiendeu verschieden ist 

§ 8. Hill scheint zn meinen, dass die Definitionen 
2 =s 1 1, 3 = 2 -|- 1, 4 SS 3 4- 1 «, s. w. nicht ge- 
macht werden dürften, ehe nicht die von ihm erwähnten 
TliatsacliL'u beobachtet wäieu. In der Tbat darf mau die 3 
uiclit als (2 -j- 1) Uefiuiren, w vnn mau mit (2 -f 1) gar 
keinen J>inu verbindet. Es fragt sich aber, ob es dazu nöthig 
Ui, jene Sammlung und ihre Trcnniiug zu beobachten. Räth- 
fc-elhaft wäre dann die Zahl 0; denn bis jetzt lial wohl nie- 
mand ü Kieselsteine gesehen oder getastet. Mill würde 
gewiss die 0 füi* etwa^i Sinnloses^ für eine blosse Uedewendaug 
erklären; die Rechnungen mit 0 würden ein blosses Spiel 
mit leeren Zeichen sein, und es wäre nur wunderbar, wie 
etwat^ Veiiittiiftiges dabei heranskommen konnte. AVenn aber 
die!«e Jlechmuigen eine emste Bedeutung haben, so kann auch 
dati Zeichen 0 selber nicht ganz sinnlos sein. Und es zeigt 
i'ich die Möglichkeit, dass 2 + 1 in ähnlicher Welse ivie 
die 0, einen Sinn anch dann noch haben konnte, wenn die 
von Mill erwähnte Tliatsache iiiclit beohailitet wäre. Wer 
Avill in der That behaui*ten, dass die in der Definition einer 
ISzillVigen Zahl nach I\Iill enthaltene Thatsache je beob- 
achtet j<ei, und wer will leugnen, dabs ein solches Zahl- 
zeichen trutzdem einen Sinn habe? 

Vielleicht meint man, es würden die physikalischea 
Thatsachen nur für die kleinereu Zahlen etwa bis 10 ge- 
braucht, indem die ftbngen aus diesen zusammengesetzt werden 
könnten. Aber, wenn man 11 ans 10 und 1 blos durch De^ 
linition bilden kann, ohne die entspi*echende Sammlung ge- 
liehen zu haben, so ist kein Grand, weshalb man nicht ancli^^^^ 
die 2 ans 1 und 1 so zusammensetzen kann. IVenn die 
Hechunngen mit der Zahl 11 nicht ans einer fOir diese be- 
zeichnenden Thatsache folgen, wie kommt es, dass die Rech- 
nungen mit der 2 sich auf die Beobachtung einer gewissen 
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Sammlnug und dei-en eigenth&mUcber IVennung stützen 
rnüBsen? 

Man fingt vielleicht, wie die Aritlimetik bestehen kOnuer 
wenn wir durch die Sinne gar keine wler nur drei Dinge 
unterscheiden konnten. Ffir nnttere Kennfniss der arithme- 
tischen Sätsse and dei-en Auwendangen würde ein solcher 
Zustand gewiss etwa» MiHsHclies haben, aber auch tOr ihre 
Wahrlieit? AVeiiu man einen Satz enipiriscli nennt, weil wir 
Beobachtungen gemacht haben mU^^LIl, inn uns seines Jnhalls 
bewut»st 7U werden, ifO gebrancht man das Wort „empiri^cli" 
nicht in dem Sinne, (btss es den) ..ai-riori" (^ntgregrenjfesetzt 
ist. Man spricht dann eine jisyrliologische Beliaiiptung aus, 
die nur den Inhalt des Satzes betiiffl; ob dieser walu* sei. 
kommt dabei nicht in Betracht. lu dem Siruie sind auch 
alle Geschichten ^Iftnchhausens cnjpiriscli; dtMiii ^'^iwiss mus« 
man oiaucheiiei beobachtet haben, um t>ie erfiudeu zu können. 

Sind die Gesetze der Arithmetik iudnctive 

Wahrheiten? 

§ 0. Die bisliciigen Erwägungen machen es wahr- 
scheinlich, dass die Zalilformeln allein aui$ den Definitionen 
der einzelnen Zahlen mittels einiger allgemeinen Gesetze ab- 
leitbar sind, dass diese Definitionen beobachtete Thatsachen 
weder behaupten noch zu ihrer Rechtmässigkeit voranmtsen. 
Es kommt also darauf an, die Natur jener Gesetze zu erkennen. 

Hill'") will zu seinem vorhin erwühnten Beweise der 
Formel 5 8 = 7 den Satz „was ans Theilen zusammen- 
gesetzt isty ist ans Theilen von diesen Theilen znsammen* 
gesetzt" benutzen. Dies halt er für einen charakteristfsehein 

Ansdmck des sonst in der Form „die Summen von Gleichem 
sind gleich" bekannten Satzes. Er nennt ihn inductive 
Wahrheit und ISatuigebcU von der höchsten Ordnung. Kür 

*) A. A. 0. HL Bveh, XXIV. Oli^, f A. 
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die Ungi'iuinigkeit seiner Daroteltung ist es bezeielineiul» dast 
fi* diesen Sats gar nicLt an der Stelle des Beweises heran* 
xielit, wo er naeli seiner Meinung iinentbelirlicli ist; doeli 
si heiiit tSj (lass seine nulnctive Walulieit Leibnizens Axiom 

vt'itK'trn i>o\\: „wenn mau Gleiches an die Stelle Hetzt, 
bleibt die (ileifluiug bestehen.'* Aber um arithmetische 
AVnlniH'itt'ji Natur^'^csi^tze neniieii zu kt^iiiuii, legt Mill einen 
Sinn liineiu, den sie nicht liabeu. Er meint z. B.*) die 
(ileichuuf? 1 — 1 kOuue falsch sein, weil ein Pfundstück 
nicht immer genau das Gewicht eines .inüein liabe. Aber 
das will der 8atz 1 = 1 auch gar nicht behau|it«iL 

Süll vei-stelit das Zeichen so» dass cUidnreh die 
Beziehung der Theile eines ]thysikalischen Kuriiers oder eines 
Hanfeus zn dem Ganzen ausgedri&ckt werde; aber das ist 
nicht der Sinn dieses Zeichens. 5 2 = 7 hedentei niehtr 

dass wenn man zu J^unntheikii Flüssigkeit 2 Rauuitbeile 
Flüssigkeit giesst, man 7 H iumi heile Flüssigkeit erhalte, 
.s(»n(leni dies ist eine Anw ' inliiiig jenes Satzes, die nur ülatt- 
Iijitt ist, wenn nicht iit l^^e etwa einer chemisclien Kin- 
wiikuiig eine Vtdiiniüuibi ung eintritt. Mill verwechselt 
immer Anwendungen, die man von einem arithmetischen 
Sützc nmclien kann, welche oft physikalisdi sind und beoh* 
achtete Thatsacheii zur Voraussetzung haben, mit dem reia 
Mathematischen ^atze selber. Das Pluszeichen kaim xwar^» 
in manchen Anwendungen einer Haufenbildung sn entsprachen 
scheinen; aber ilies ist nicht seine Bedeutu ng; denn bei andern^ 
Anwendungen kann von Haufen, Aggreguten, dem Verhftlt- 
nis^se eines jdi} sikalischen KOrpers zn seinen Theilen keine 
Kede sein, z. B. wenn man die Rechnung auf Ereignisse 
bezieht, ^^war kann man auch hier von Theilen sprechen; 
dann gebraurla inan das Wort aber nicht im iibysikaliscben 
oder geunift Tischen, sondern im ln«risclien Sinuc, uic wi-un 
umn die Ermordungen von ISt^iat^oberhäuptern einen Theii 



*j A. a. ü. 11. Back, VL Cap., {| 3. 
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der Moide überhaupt nennt. Hier hat man die logische 
Unterordnung. Und so entspricht auch die Addition im 
Allgemeinen nicht einem physikalischen Verhältnisse. Folg- 
lich können auch tUe allgemeinen AtUlitioosgesetze nicht 
Naturgesetze sein. 

§ 10. Aber sie konnten vielleicht «lennocli imluctivtt 
Wahrheiten sein. Wie wAre das za denken? Von welchen 
Thatsachen soll man ausgehen, nm sich zum Allgemeinen 
zu erhehen? Dies können wohl nur die Zahlfoimeln sein. 
Damit veilGren wir ft-eilich den Vortheil wieiler, den wir 
durch die Definitionen der einzelnen Zahlen gewonnen haben, 
und wii' mfl&sten uns nach einer andeni Begi-Qndnngjiweise 
der Zahlformelu umsehen. Wenn wir uns nun auch über 
dies nicht ganz leichte Bedenken hinwegsetzen, so finden 
wir doch den Boden fttr die Tnduction ungi'irstlg; denn lüer 
fehlt jene Gleichförmigkeit, welche sonst diesem Veifahren 
eine gl esse Zuvoilfissigkeit gfben kann. .Schon Leibniz*) 
lässt dem Philalethe aut seine Ikhauytnng: 

„Die verschiedenen Motli der Zahl >un\ keint r andern 
Verschiedenheit föhig, ;ils des n'.ehr oder weniger; daher 
sind es einüicke Modi wie die des Raumes*^ 
antworten: 

y,Das kann man von der Zeit und der geraden Linie 
sagen, aber keinesfalls von den Figuren und noch weniger 
von den Zahlen, die nicht blos au Grosse verscliieden, sondeni 
auch unähnlich sind. Eine gerade Zahl kann in zwei gleiche 
Theile getheüt werden und nicht eine nngerade; 3 und 6 
sind trianguläre Zahlen, 4 ond 9 ttind Quadrate, 8 i»t ein 
Cubus n. s. f.; und dies findet bei den Zahlen noch mehr 
statt als bei den Figmen; denn zwei ungleiche Figuren 
können einander vollkommen ähnlich sein, aber niemals zwei 
Zahl»." 

Wir haben uns zwar daran gewühut, die Zahlen in 
*) Baanuuiii, a. O , II , S. 39; Erdm. S. 213. 
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rivlen Bmelm Ilgen tila giciclim tig ah beiraeliten; das kommt 
aber nnr daher, weil wii* eine Menge allgemeiner Sfttse 

kfiim-n, <Ue von allon Zahlen gelten. Hier müssen wir uns 
jeiluch auf tU*n Slainli»iiiikt slrllen, wo noch keiner von diesen 
aneikamit ist. In der That möchte es schwer sein, ein 
i>eispicl für einen Tndnctionssililnss zu finden, das nnseieni 
Falle enlsi»riutlio. Sonst kommt uns oft der Satz zu statten, 
dass jedei* Ort im Hanme und jeder Zeitpunkt an und IHr 
siidi so gut wie jeder andere ist. Ein Erfolg muss an einem 
antlern Orle nnd zu einer andern Zeit ehensogut eintreten, 
wenn nur die Bfdingimgt-n dieselben ^iml. Das fällt hier 
hinweg, weil die Zahlen imni- nnd zeitlos »ml. Die Stelleii 
in der Zahlenreibe sind nicht gleiehwerthig wie die Orte 
des Ranmes. 

Die Zahlen verhalten sich anch ganz anders als die 
Individuen etwa einer Tliierart, da i«ie eine durch die Natur 

der Saelie bestinimle Uangoiilnung haben, da jede auf eigne 
^Vei^'e gebildet isi und ihre Kii,^<uiart liat, die besonders bei 
der (K dei* 1 iu:d der 2 hf i V(n tiitt. Wenn man sonst einen 
Satz in T?ezug auf eine (Gattung durch Indiiction begründet, 
hat man gewölinlieh schon eine ganze Ileilie gemeinsamer 
ICigeitscluiften allein j-ehon dureh die Detinition des (jattungs- 
begrittes. Hier hält es schwer, nur eine einzige zu finden, 
die nicht selbst erst na<lizuweisen wäre. 

Am leichtesten müchte sich unser Fall noch mit fol- 
gendem vergUichen lassen. Man liabe in einem Bohrloche 
eine mit der Tiefe regelmSssig zunehmende Temperatur be- 
merkt; man habe bisher sehr yembiedene Gesteinsscbieliteii 
angetroffen. Es ist dann offenbar aus den Beobacbtnngea, 
die man an diesem Bohrloche gemacht hat, allein nfcbta 
fü>er die Beschaffenheit der tiefem Schiebten zu scbliessen, 
und ob die Regel massi^ifk ei t der Temperalurvertheilung sich 
weiter bewähren wuidc, niuss dahingestellt bleiben. Unter 
den Regritf „was bei lortgesetztein Bulireu angetroffen wird'* 
fällt zwai* das bisher Beobachtete wie das Tieferliegende; 
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aber das; kann liier weiiif^ nntzeii. Ebcnsu wt*nig wird »»s 
uus bei eleu Zalileu iiütztii. <hiss sie - iiinntlieli unter den 
Hegritt' „was man durch lurtge.selzte Verait In luig um eins 
erlrält** fallen. iMaii kann eine Verscbiedenlit it der beiileu 
Kalle darin finden, dass die Schichten uur angetroffen werden, 
die Zahlen aber durch die foi-tgesetzte Vermehrung um eins l 
geradezu geschaffen uuil ihrem gaosbeu Wesen nach bestimmt 
werden. Dies kann nur heissen, dass maii ai» der Weise, j 
wie eine Zahl, z. B. 8, durch Vermehrung nm 1 entstanden 
i.st, alle ihre Gigeiischat'ten ableiten kann. Damit giebt man 
im (jrunde zu, dans die Gigenseliaften der Zalilen aus ihren 
Defiaitiimen folgen, und es ei-offuet Hicli die M&glifhkeit, die 
allgemeittHi Gesetze der Zahlen ans der allen gemeinsamen 
Kntstehuttgswels« zu beweisen, wälimiddie besondem Eigen- 
scliaften der einzelnen ans der besondeiti Weise zn folgern 
würen, wie sie duivh foi tgesetzte VevmeUrung um eins ge- 
bildet sind, i^o kann man ancb, was bei den Eitlscbicblen, 
»tchon durah die Tiefe allein bestimmt Ist, in der sie ge- 
trolfen weiüen, also ihre I.agenverhältnfsse, eben daraus 
sebliesseii, ohne dass man die Tnduction nOthig hätte; was 
aber nicht dadurch bestimmt ist, kann auch die Induction 
nicht lehren. 

Vermuthlich knuu das VeilaUren der Induction selbst 
nur mittels allgemeiner Sätze der Arithniciik gel edittVrtit^t 
\vt liU n, wenn man darunter nicht eine blosse Uewühuuug 
verstellt. Diese hat nämlich dnrcliaus keine Wahrheit ver- 
bürgende Kraft. Während das wissunscliaftliclie Verfahren 
nach objectiven Maasstaben bald in einer einzigen J^estä- 
tigung eine hohe AVahrscheinlichkeit begründet findet, bald 
tausendfaches Eintreffen fa.st liir werthlos eiachtet, wird 
die Gewühuung durch Zahl und Starke der Eindrücke und 
subjective Verhältnisse bestimmt, die keinerlei Recht haben» 
auf das Urtheil £iuflus.s zu üben. Die Induction muss sich 
auf die Lehre von der Wahrscheinlichkeit .stützen, weil .sie 
einen Satz nie mehr als wahrscheinlich machen kann. Wie 
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«liese Lehre aber ohne Vorausset^nng aritliinetischer Gedet« 
entwickelt werden kunue, ist nicht abzusehen. 

§ 11. Leibni//^) meint dagegen, dass die nuth wendigen 
Walnlieiten, wie man solche in der Arithmetik findet, 

Piincipii'H lijibeii iiiü.s.sen, deren IJeweis nicht von den Bei- 
sidelen und also nicht von dem Zeugnisse der Sinne abhangt, 
wiewohl ohne die Sinne .sich nientand liätte einfallen lassen, 
daran zu denken. ,,Die g-anze Ariümietik ist uns einj^eboren 
und in uii.s auf viituelle Weifte." Wie er den AiL^druck 
^.eiii^t boreir' meint, veidf'Utlielit eine andeie .Stelle**): Ks 
ist nicht walir, dass alle.s, wa^ man lernt, nicht eiii^^eboren 
.•<ei; — die Wahrheiten der Zahlen Ji^ind in uns, und uichtä- 
de.sto weniger lernt man .<ie, .sei ts, indem mau sie aus 
ihrer Quelle zieht, wenn man sie auf beweisende Art lernt 
(wa3 eben zeigt, dass »ie eingeboren »ind), aei es • • . 

Sind die Gesetze der Arithmetik synthetisch apriori 

oder analy tischt 

§ 12. Wenn man den (jegensutz von analytisch und 
synthetisch liinzuniuunt, ergeben sich vier Cumbinationeni 
von denen jedoch eine, nämlich 

analytisch aposterioii 

ausfallt. Wenn maii sich mit 1^1 ill für aposteriori ent- 
schieden hat, bleibt also kf ine Wahl, sodass fttr uns nur noeh 
die Möglichkeiten 

synthetisch apriori 

und 

analytisch 

zu erwägen bleiben. Für die erslere entscheidet sich Kaut. 



*) Baunuin a. a. 0. fid. 11. S. 18 s. 14; Eidu. 8. 1»5^ S. 908 n. 800. 
**) BftiUMUia a. a. 0. Bd. IL, S. 88; Erdm. & 919. 
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In diesem Fall« bleibt wobl nichts ttbi-ig, als eine reine 
Anscbannug als letzten Erkenntuissgrund auzuiufeni obwöbl 
hier schwer m sagen ist-, ob es eine räninliche oder zeitliche 
isty oder welche es sonst sein mag. Baum an n*) stimmt 
Kant, wenngleich mit etwas anderer Begi*findung, bei. 
Auch nach Lipscbitz**) fliesseii die Sätze, welche lUe 
l'nabhüiJgigkeit der Aiualil von dei Art des Zälilt*iis und 
die Vertausclibarkeit und Gruppirbarkeit der Suniiiianden 
lidiaupteu, aus» der inneren Anschauung. Hank» 1*^") gründet 
die Lehre von den reellen Zaldeu auf drei Grundsätze, 
denen er den Charakter der notiones cunimunes zu- 
schieibt: „ISie werden durch £xpiication vollkommen evident, 
gelten lür alle Gröäseugebiete nach der reinen Anschauung 
der Grosse und können, ohne ihren Cliaitikter einzub&ssen, 
in Definitionen verwandelt werden, indem man sagt: Unter 
der Addition von Grossen versteht man eine Operation, 
welche diesen Sfttzen genfigt" In der letzten Behauptung 
lii^gt eine tTnkhu-heit. Vielleicht kann man die Definition 
machen; abei* sie kann keinen Ersatz für Jene Grandsfttze 
bilden; denn bei der Anwendung würde es sieh immer 
darum handeln: sind die Anzahlen Grössen, und ist das, 
was man Addition dei Auzahlea zu nennen pflegt, Addition 
im Sinne dieser Dehnilion? Und zur Beantwortung müsste 
mau jeiie Sätze von den Anzahlen schon kennen. Feiner 
eiregt der Ausdruck „renie Anüchauung der Giöss»^" Anstu.-s. 
Wenn man erwägt, was alles Grösse genannt wird: Anzahlen, 
Längen, Flächeninhalte, Volumina, Winkel, Krümmungen, 
Massen, Geschwindigkeiten, Kräfte, Lichtstärken, galvanische 
Stromstärken u. s. f., so ist wohl zu vei-stehen, wie man 
dies einem Grüsseubegriffe uiiteroidnen kann; aber der 
Ansdi'uck nAnSjChaunng der Grösse** und gar ^»reine An- 



•) A. a. O. Bd. II., 8. 60». 

IrtiLrlucli der Analysi:*, Bd. L, S. 1. 
***) Thwti« der coiuplexvn Zsbleiuqrtteiiie, .4. 54 n. 65. 
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:>cliauuii^,^ der Grösse"* kann nirlil als ziitu^lTend anerkannt 
wertlen. Ich kann nicht einmal eine Anscbaiumg von 
10(^000 zugeben, noch viel weniger von Zahl iui Allgemeinen 
oder gar von Gi'össe im Allgemeinen. Man beruft skh sa 
leicht auf innere Auscliamtng, wenn man keinen andern 
(jrund anzugeben vermag* Abei* mau sollte dabei den Sinn 
des AVoi-teH « Anschauung'' doch nicht ganz ana dem Aog» 
verlieren. 

Kant deflmrt in der Logik (ed. Hartenstein, VIIT, S..88): 
«Die Anscliauung ist eine einzelne Vorstellung (reprae- 
senfatio :fiQgu1aris), der Hegiitt* eine allgemeine (repraesentatio 

i)er notas communesj oder reflectirte Viirstellung (reprae- 
sentatio discursiva)." 

Hier konnnt die Beziehung zur Siniilicbkeit gar nicht 
zum Aus^diucke, die docli in der tran^^ceudeutulen Aesthetik 
hinzugedacht wiid, und ohne welche die Anschauung niclit 
als Erkeuntni.^sprincip für die synthetischen Urtheile apriori 
dienen kann. Xu der Kr. d. r. V. (ed. Hartenstein III, S. 55) 
heisst es: 

„Vermittelst der Sinnlichkeit also werden uns Gegen- 
stände gegeben und sie allein liefert uns Anschanaogen.** 

lier Sinn unseres Wortes in der Logik ist demnach 
ein weiterer als in der tnincendentalen Aesthetik. Im 
logischen Sinne kennte man vielleicht 100000 eine An- 
üchannng neunen; denn ein allgemeiner BegriiT ist es nicht. 
Aber in diesem Sinne genommen, kann die Anschauung 
nicht zur Begi*Ondnng der arithmetischen Gesetze dienen. 

g la. Ueberliaupt wird c-s gut bt in, die Verwandtschaft 
mit der Geometrie nicht zu tiberscliätzen. Ich habe schon 
eine leibnizische Stelle dag«'^en :ingofi\hrt. Ein geometnscher 
Punkt für sich betraclitet, ist von iig. ndeinem ;iiiiUra gar 
nicht zu unterscheiden; dasselbe gilt von Geraden und Ebenen. 
Erst wenn mehre Punkte, Gerade, Ebenen in einer An- 
Khauuiig gleichzeitig aufgefa^^st werden, unterscheidet man 
sie. Wenn in der Qeometiie allgemeine S&tze aus der 
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AnscliaaiUig gewonnen wenleu, so ist das daraus etklüilicli, 
ilass die aiigescliauten Piuikte, Geraden. Ebenen eigentlich 
gar ktiue besoudcrn ^ind nnd daher als Veitreter ihrer 
ganzen Gattung geltt-n können. Anders liegt die Sache \m 
den Zahlen: jede liat ihre Eigenthümliclikeit Inwiefern 
eine bestimmte Zahl alle andern vertraten kann, und wo 
ilire Besonderheit sich geltend macht, Ui ohne Wdterea 
nicht an sagen. 

§ 14. Auch die Vergh-ichung der Wahrheiten in Bezug 
auf das von ihnen beherrschte Gebiet siuidit gegen die 
empirische und syntlietische Natur der arithmetischen Gesetze. 
Die Eifahrnngssätze gelten für die physisdie oder 
f psychologische Wirklichkeit, die geometrischen Wahrheiten 
\ beheiTSchen das Gebiet des raumlich Anschaulichen, nmg 
«X es nun Wirklichkeit oder Krzeogniss der Einbildungskinft 
\ sein. Die tollsten Fieberph:intasien, die kühnsten Erfindungen 
Vder Sage und dir Diditer, welche Thiere reden, Gestirne 
stille sttheu lassen, aus Steinen Menschen und aus Menschen 
Buuiiie machen, inul k hi i ii, wie man sich am eignen Schöpfe 
aus dem Sunipte zieht, sie .<iud doch, sofern sie anschaulich 
bleiben, an die Axiome der Geometiie gebunden. Von 
diesen kann nur das begrifliiche Denken in gewisser Weise 
loskoniiiu'ii. wtiiii i's etwa einen Raum von vier Dimensionen 
oder Von i-oMtiveni Krunimungbmaiisse annimmt. Solche 
HetrailiUuig( n sind durc haus nicht unnütz; aber sie ver- 
lassen ganz den Boden der Anschauung. Wenn man diese 
auch dahei zu Hilfe nimmt, so ist es doch immer die An- 
schauung des euklidischen Haumes, des einzigen, von dessen 
Gebilden wir eine haben. Sie wird dann nur nicht so, wie 
sie ist, sondern .symbolisch für etwas anderes genommen; 
man nennt z. B. gerade oder eben, was man doch als 
Kiiiniines anschaut. Für tlas begrifHliche Denken kann mau 
immerhin von diesem odei- jenem geometrischen Axiome das 
Gegentheil annehmen, ohne dHMH man in Wider>prttche mit 
sich selbst verwickelt wird, wenn man Schlu8i<folgeningeii 
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aus solchen der Anscliiuiung widerst reitendeu Annahmen 
zieht. Diese Mr.glicbkeit zeigt , dass die geonietrij^chen 
Axiome von einander und von den logischen Uigeisetzen 
unabhängig, also synthetisch sind. Kann man diisselhe von 
den Grundsätzen der Zaiilenwisseuschaft sagen? Stürzt 
nicht alles in Verwinung, wtnn man einen von diesen 
leugnen wullte? AVäre dann noch Denken möglich? Liegt 
nicht der Qnind der Arithmetik tiefer als der alles £r- 
fahntng«wii<t(eDt»y tiefer treibst der der (Jeometrie? Die 
antbnietischen Wahrheiten UeheiTschen das Gebiet des 

[ Zählbaren. I>les ist das umfassendste; denn nicht nnr das 

1 Wirkliche, nicht ttiu< das Anschauliche gehdrt ihm an, sondern 
alles Denkbai-e. Si^ollten also nicht die Gesetze der Zahlen 

]mit denen des Denkens in der innigsten Veibiuduug tlehen? 

' §15. Dass Leiluiizens Aussiuikhe sich nur zu 
(iuiisteu der cuiiilylischen Xatur der Zalilgesetze deuten 
lassen, ist voidii^'/usrlien, da für ihn das Aiaiori mit dem 
Analytischen zusiiiniiieiifallt. So sagt er*), dass die Algehra 
ihre Vortheile einer viel hohem Kunst, nämlich der wahren 
Logik entlehne. An einer andern Stelle'^) vergleicht er die 
nothwendigen und zufiüligeu Wahrheiten mit den commen- 
sttrabeln und incommensurabeln Gr&ssen nnd meiut, dass bei 
nothwendigen Wahrheiten ein Beweis odei* eine Znrück- 
ftthrung anf Identitäten möglich sei. Doch diese AeusseraDgen 
verliei^n dadui'ch an Gewicht, dass Leibniz dazu neigt, 
alle Wahrheiten als beweisbar anznseben'^'^^): r - - • • dass 
jede Wahrheit ihren aprioribcheu , aus dem Begriff der 
Termini gezogtiicn Beweis bat, wiewohl es nicht immer in 
unserer Macht steht, zu dieser Analyse zu küiiimen." Der 
Vergleich mit der Commensurabilitat und lucommensurabilitiit 
richtet Ireilich doch wieder eine für uns wenigstens unüber- 



*) Bammana a. a. 0. JH IL, 8. 5«; Erdm. S. 424. 
fiaiunana a. a. 0. Bd. II., S. 57; £rdm. S. 83. 
***) BaiimaBn a. a. O. Bd. IL, & 67i Perts, IL, 8. 5& 
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sclueitbaie Schiauke zwisdifii /«iitälligen untl nothwendigen 
Wahiheiten auf. 

Sehr euUcliiedeii im Simit^ der aim]ytisi*h«ii Xatnr der 
Zablg^betze siuicht sich W. äiaiiley Jevons aus*): »Zahl 
ist nur iogit^ehe Uutei'scheulnng und Algebra eine hoch 
entwickelte Logik.^' 

§ 16. Aber auch diese Ansicht bat ihre Schwierig- 
keiten. 80II dieser lioclu*agende, weitverzweigte nnd immer 
noch wachsende Banm der Zahlenwissenschalt in . blossen 
Identitäten wumbi? Und wie kommen die leeren Formen 
der Logik dazu, aus aich heraus solchen Inhalt /.u gewinnen? 

Mill nu'int: „Die Lehre, dass wir durch kunstfertiges 
Handluiheu der Spruche Thatsa<*hen entdeeken. die verboi crene 
Nalurin'occss»' rntlmllen können, ist iWm ce«;iniden Meusclien- 
veis-tanUe su enigegen, dass es hcliun t iuiMi Furtschritt in 
d(?r JMiilosuphie verlangt, um sie zu erlauben**. 

Uewi^ü duun, wenn man Adi bei dem kunstfertigen 
Handhaben niehtis denkt. 2^iill wendet sieb liier gegen 
einen F(»rmaltsmHSy der kaum von irgendwem vtJilreten wird. 
Jedei*, der Worte oder niathenia tische Zeichen gebraucht > 
macht den Ans|inich, dass sie etwas bedeuten, und niemand 
wird erwarten, dass aus leeren Zeichen etwas Sinnvolles 
hcrvoi'gehe. Aber es ist möglich, dass ein Mathematiker 
längere Kevhiiut?gen vollfnhri, ohne unter seinen Zeichen etwas 
siiinlieh "NVahrnt lmibaies, Anschaulidies zu verstellen. Damm 
sind ditse Ze'chen noch nicht sinnlos; man unterscheidet 
dennorh ihren Inhalt v<ni ihnen selbst, wenn dieser aucli 
vipll»M«hi nur n>ittels der Zrichen fnssbar wird. Man ist 
>itli hewiissi . dass ai;dt.'if Zeichen fflr Dasselbr hätten 
festgesetzt weiden können, l^s g<uiigt zu wissen, wie der 
in den Zeichen versinnlichle Inhalt logisch zu behandeln 
ist, und wenn mau Anwendungen auf die Physik machen 
will, wie der Uebergang xn den Erscbeinangen geschehen 



*; The itriuiiide» ol «ä«ucv. L'»inlu« I^T!», .S, IM. 
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mu.-s. Aber in einer rolclu'ii AuweiHlmig ist nicht der 
ligenl liehe :5inn dti Säize zi\ stellen. Dabei geht immer 
ein groi^ser Theii der Allgemeinheit verloren, nnd es konunt 
etwas Besouderas hinein, das bd andern Auwettdungen 
dui'cb Anderes ersetzt wird. 

§ 17. Man kann trotz allvr Uerabsetztuig der DedactioM 
docli nicht leugnen, das« die durch Indnction begrfindetea 
Gesetze nicht genügen. Ans ihnen mtissen neue 8&tze ah* 
geleitet werden, die in keinem einzelnen von jenen enthalten 
. sind. Dass sie in allen zusammen schon in gewisser Welse 
stecken, entbindet nicht von der Arbeit, ^ie daraus zu ent- 
wickeln nnd für j^ich hciamsziisttUtii. Damit eröffnet sich 
f«»lgeiide Möglichkeit. Statt eine Schlubr^reilic iiiiiiiittelbar 
an eine Thatsache anziikiiii])l'eii, kann mau, diese dahin- 
gestellt sein lassend, iluen Inhalt als Bedingnng niittühreu. 
Indem man su alle Thatsachen in einer Gedaukenreihe durch 
Bedingungen ersetzt^ wird man das Ergebuiss in der Pom 
erhalten, dass von einer Beihe von Bedingungen ein Erfolg 
abhängig gemacht ist. Diese Wahrheit wäre durch Denken 
allein, oder, nm mit Alill zu reden, dniMsh kunstfertiges 
Handhaben der Sprache begründet. Es ist nicht nnmdgliehy 
dass die Zahlgesetze von dieser Art sind. Sie wftren dann 
analytische Urtheile, obwohl sie nicht durch Denken allem 
gefunden zu sein brauchten; denn nicht die Weise des 
Findens kommt hier in Betracht, sondern die Art der Be» 
weisgi linde; oder, wie Leibuiz sagt*), ,,es liaudelt sich 
hier nicht um die Geschichte unserer Endeckuugen, die 
verschieden ist in verschiedenen Menschen, sondern um die 
Verknüpfung und die natürliche Ordnung der AVahrheiten, 
die immer dieselbe ist.'' Die Beobachtung hätte dann zuletzt 
zu entscheiden, ob die iu dem so begründeten Gesetze ent- 
halteneu Bedingungen erfüllt sind. So wttrde man schliesslich 
eben dahin gelangen, wohin man durch unmittelbare An- 



*> Noaveau Euaii, IV« § 9i Krdm. 8. 36a 



Digitized by Google 



24 



kntti»fung der Schluhsreihe an tlie Iteuhachteteu That>arhen 
gekunimeti wäre. Aber «lic liirr airj^cdeulolc Art des Vor- 
pflieii>; \>\ in vielrn Fällen voi ztizielien, weil si« auf einen 
allgenieineu ^atz lühit, der nielit nur auf die grade vor- 
liegenden Thatsaclien anwendbar zu sein hrauclit. Die 
Wabubeiteu der Arilbmetik winden sieb dauu ZU denen der 
Logik ähnlich verliallen wie die Ijeliitiätze ZU den Axiomen 
der Geometi'ie; Jede wfirde iu tiicb «iue ganze SchluKsreibe 
für den kiluttigeii Gebrauch vmlidilft enthalteu, und ihr 
Nutzen wiirde darin bestehen, das^ man die Schiftsse nicht 
mehr liuzehi zu maeheu brauchti sondern gleich das £r- 
^ebnii«:» der ganzen lleihe ant«$i|>rechen kann^). Anges^iehiK 
iler gewaltigen FCnlwiekelnng der aritbmetiiscbeu Lehren und 
ilnei vielfachen Anwendungen wiid .^i<b dann tVeilieb die 
weit vei breitete 1 Jeriiij^wbätzung der analvJi.selieii Urtbeile 
und das Marrhcii von der UniVuebt barkeil der reinen Logik 
»irbt lialteü lassen. 

Wenn ni.in (Ue^e niehl bier zuerst geäusserte Ansiebt 
im Kinzeiuen so stieng dureiilVilireii könnte, dass nicht der 
geringste Zweifel zurückbliebe, s«> wiirde das, wie mir ücheint, 
kein ganz unwichtiges Ergebnis» sein. 

II. Meinungen einiger Schriftsteiier über den BegrifT 

der Anzahl« 

§ 18. Indem wir uns nun den ursprQnglichen Gegeu- 
&täudt-n der Arithmetik zuweudeu» untei^heiden wir die 
einzelnen Zahlen 8, 4 u. s. f. vuu dem allgemeinen ßegilffe 



*) Ks i>\ aiiltallcjul. »la-^s :nuli Mill a. a. IK II. Biuh, VI. Oap. 
$i I (lioc Ansicht .müZustiicL-lu'u .« heint. .Sriu {^[Cbnndfr Siiiu duiTlibricht 
rlicn TOD Zeit xii Mt sein Vurnrtlicil für dn« Huiplrlicbe* Aber dteiet 
liriiißt immer wieder Alles in Vennrjrmtig, iii>teiii et ihn die phs'dkaliMibea 
Anwendungen der Arithmetik mit dieser selbst Terwechseln lässt. Er 
srhcint nicht xu wissen, dass ein hyiiotbetit^clieü Urtkeli ancb dtna wnlif 
sein kann, wenn die Bedingung nicht wshr ist. 
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der Aiizuhl. Nim haben wii uns schoa dafür eut^^chle<ien, 
ila^s die fi»!zclncn Zahlen am besten in der Weise von 
Leibniz, Mill, H* üraüsmauu hikI Andern aus der Kius • 
nml der \'enn«bning um eins abgeleitet werden, dass aber 
fliese Erklärungen im vollständig bleii>en, solange die F^inn 
und die Vermebrung um eins unerklärt i^iiid. Wir haben 
sesehott. du^^s man allgemeiner Sätze bedarf^ um ans diesen 
Definitionen die Zalilforuieln alauleiten« Selclie Gesetze * 
können eben wegen ihrer Allgemeinheit nicht aus den De- 
finitioni-n der einzelnen Zahlen folgen, .sondern nur ans dem 
allgenieiueu Begriffe der Anzahl. Wir unterwerfen diesen 
jetzt einer penaneren Betrachtung. Dabei werden vorau»- 
.«»iclitlich au'.h die Khia und die Vernielnuug um eins erörtert 
werden müssen und somit auoli die J)etinitioneu der einzelnen 
Zahlen eine Ergänzung zu erwarten haben. 

§ 10. liier mucliie ich mirli nun gleieh gegen den 
Versuch wenden, die Zahl geometrisch als Verhältnisszabl 
von Längen oder Flüchen zu fassen. Man glaubte offenbar 
die vielfachen Anwenduniren der Arithmetik auf Geometrie 
dadurch zu erleichtern, das:« man gleich die Anfänge in die 
engi>te Beziehung setzte. 

Newton*) will unter Zald nicht so sehr eine Menge 
von Einheiten als das abstracte Verhältniss einer jeden 
Grdsse zu einer andern demlben Art verateheBi die ab 
Einheit genommen wird. Man kann zngeben, dass hiermit 
die Zahl im weitern Sinne, wozu auch die Brftche und 
Irrationalzahlen gehören, zutreffend hescbrieben sei; doch 
werden hierbei die Begiiüe der Grösse und des Grössen- 
verhältnisses vorausgesetzt. Danach scheint es, dass die 
Erklärung der Zahl im engern Sinne, der Anzahl, nicht 
überHiif^sij^ werde; denn Euklid braucht den Begriflf des 
Gleichvicllachen um die Gleichheit von ^wei Längenver- 
hältniftsen zu definiieii; und das Gleichvielfache kommt 
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wieder auf eine ZablengHrhbeit Umtos. A W es mag seiut 
daHK die Gleidilieit ron LnngenTer1iftltni($st!u uuabbaugig 
vom Zalilbegriffe defiiiirbar ist. Man bliebe dann jedocb Im 

X'ngewisseu darüber, iu welcher Beziehuug die so greometn>cb 
deßnirte Zahl zu der Zahl des geuieiueu Lebens stäude. 
Dies wäre dann ganz von der AV issenschaft getrennt. Und 
doclj kann mnn wohl von der Arithmetik verlangen, »Uiss 
sie die Aiikinipfung.si'Ui.kte für jede Aiavi ndmig der Zahl 
l'ieleu iiniss, wenn auch die AiiwtiuUiug btlbst nicht ihre 
kSaclie i.-t. Auch das gewöhnliche Rechnen niusü die Re- 
gi ündiiug Keines Verfahrens in der AV^is^sens« halt finden. 
Und dann erhebt sich die Fjage, ub die Arithuutik .selbst 
mit einem geunielrischen 15«giifie der Zahl anskomnn , wenn 
mau an die Anzahl d(r Wnrzeln einer Cileichnng, der 
Zaiilen, die i»rim zu eioer Zahl und kleiner als sie siud, 
und ähnliche Voikoninniisse denkt. Dagegen kann die Zahl, 
welche die Antwort aiif die Frage wieviel? giebt, auch be- 
stimmen, wievi<-l Kiulieiteii in einer Länge enthalten sind. 
Die Rechnung mit negativen, gebrochenen, IiTatiunalzahlen 
kann auf die mit den natürliche» Zahlen asarilickgef&brt 
werden. Newton wollt« aber vielleicht unter Grossen, als 
deren Yerhültnias die Zahl deflnirt wird, nicht unr gcometrisdie, 
sondeni auch Mengen vei-atehen. Dann wli'd jedoch die 
Erklftrnng fiir unsern Zweck urbrauchbar, weil von den 
Attsdräcken „Zahl, doixth die eine Menge bestimmt wird** 
und »Verhältniss einer Menge zur Meugeueinheit** der letztere 
keine bessere Auskunft als der erstere giebt 

§ 20. Die erste Frage wird nun sein, ob Zahl definirbar 
ist. Hankel*) sjuicht sich dagegen aus: „Was es beisst, ein 
Object Imal, 2 mal, 3 mal .... denken oder setzen, kann 
bei der priiicipiellen Einfachheit des Begriffes der Setzung 
mcht detiuirt werden.*' Hier kommt es jedoch weniger auf 
das Setzeu als auf das Imal, 2 mal, 3 mal au. TVeun dies 
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ilirfinirt wei'deii könnte, wUrdB die Undefinirbarkeit dei 
SeiaEeiiK nus wenig beuiiriibisen. Leibuiz bt geneigt, die 
ZaM \veuigt>teüii auuftbeind als adaeqiiaie Idee anzujeben» 
d. h. altf eine t»olcbe, die so dentlicb üft, daea allea, waa in 
ibr vorkommt, wieder deutlieb tat. 

Wenn man im Ganzen mebr dazn neigt, die Auzabl 
ti\r nndefinirbar zu balten, ao litgt daa wobl mebr an dem 
Mii»^l^ngen darauf ^ertcbtctei* Yerancbe als an dem Beateben 
der Sache ^elh^i eutuomDiener Gegeugrüude. 

JsL dii' Auxabl eine KigeuücbaCt der äusseren Dingel 

§ 21. VmuchiMi wir wenigstens der Anzahl ihre Stelle 
unter unfern Hegriffen anzuweisen! In der Sprache er- 
scheinen Zalilen UR-i^lens in adjectivisclier Form und in 
all ributiver Verbindung,' iihnlich wie die AVörter hart, schwer, 
roth, welche Eigeii.scliaften der iinsMieii Dinge bedeuten. 
Eis liegt die Krage nahe, ob man die einzelnen Zahlen auch 
Sü auli'assen müsse, und ob (k'uii^rinass der Begrift' der 
Air/alil etwa mit ilem der Farbe zubüiiinieugetlellt werden 
könne. 

Dies scheint die Meinung von ^I. Cantor*) zu sein, 
wenn er die .Matlieniatik eine Erl'ahrnug55 Wissenschaft nennt, 
insofern Nie von der Betrachtung von Objeclen der Aussen- 
weit ihren Anfang nehme. Nur durch Abatraction von 
Gegenst4inden entstehe die Zahl. 

E. Schröder^") lässt die ;^bl der Wirklichkeit uacb* 
gebildet, aus ihr entnommen werden, indem die Einheiten 
durch Einer abgebildet würden. Dies nennt er Abstrabiren 
der Zahl. Bei diet^er Abbildung würden die Einbeiten nur 
iu Hiusicbt ihrer Häufigkeit dargestellt, indtmi von allen 



Uriuuküge ciuer Kleiiieutanuatheiuatik, 8. 2, § 4. Aehulick 
I.ipi»chitz, Lehrbuch der Aualysiit, Boou 1877, S. 1. 
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andern Bestimmungen der Dinge als Farbe, Gestalt ab- 
gegeben werde. Hier ist Häufigkeit mir ein anderer 
Ausdruck für Anzahl. »Sclüöder .stellt also Häufigkeit oder 
Anzahl in eiue i^iiiie mit Farbe und Ge^ftalt und betraelitet 
sie als eine Eigenschaft der Dinge. 

§ 22. Baumann*) verwirft den Gedaiikpii, dass tlie 
Zahlen von den äussern Dingen abgezogene Begriffe seien: 
„AVeil nämlich die äusseru Dinge uns keine strengen Ein- 
heiten darstellen; sie stellen uns abgegränzte Gruppen oder 
sinnliche Punkte dar, aber wir haben die Freiheit, diese 
selber wieder als Vieles nn betrachten''. In der Tbat, 
während ieh nicht im Stande bin, durch blosse Anffassnngs- 
weise die Farbe eines Dinges odej* seine Uftrte im Geringsten 
zu verändern, kann ich dieJUas als Ein Gedicht, als 34 Ge- 
sänge oder als eine grosse Anzahl von Versen aulfiu»sen. 
Spricht man nicht in einem ganz andern Sinne von 1000 Blättern 
als von giiinen Blättern des Baumes? Die grüne Farbe 
legen wir jedem Blatte bei, nicht so die Zahl 1000. Wir 
können alle Blätter des Baumes unter (Um Namen seines 
Laubes zusammenfassen. Auch dieses ist g^iiiii, aber nicht 
1000. AVem kommt nun eigentlich die KigenM'haft lOOü 
zu? Fast scheint es weder dem einzelnen Blatte nocli der 
Gesammtheit; vielleicht gai* nicht eigentlich den Dingen der 
Aussen weit? Wenn ich jemandem einen Stein gebe mit 
den Worten: bestimme dös Gewicht hiervon, so habe ich 
ihm damit den ganzen Gegenstand seiner Untersncbung 
gegeben. Wenn ich ihm aber einen Pack Spielkarten in die 
Hand gebe mit den Worten: bestimme die Anzahl hiervon, 
so weiss er nicht/ ob ich die Zahl der Karten oder der 
vollständigen Spiele oder etwa der Wei'tbeinheiten beim 
Skatepiele «fahren wül. Damit, dass ich Ihm den Pack in 
die Hand gebe, habe ich ihm den Gegenstand seiner Unter- 
suchuiig uocli nicht vollständig gegeben; ich muss ein Wort; 
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Karte, Spiel, Wertkeiuheit hinzufngen. Man kaDB auch 
nicht sagen, dass die verscbiedenen Zahleu hier so wie die 
vci seil eilt 11 Fcubeu neben einander besteben. Auf die 
t'in/.elne taibige Fläche kann ich hindeuten, ohne ein Wort 
zu sagen, nicht so auf die einzelne Zahl. Wenn ich einen 
(jegenstund mit demselben Rechte grün und roth nennea 
kann, so i^t d-ds ein Zeichen, dass dieser Gegenstand nicht 
der eigentliche Träger des Gi-Üueii ist. Diesen habe ich 
erat in einer Flüche, die nur fm ist. So ist auch ein 
Gegenstand, dem ich mit demselben Rechte vei'scbiedene Zahlen 
anschreiben kann, nicht der eigentliche TrSger einer Zahl. 

£itt wesenUicher Unterschied zwischen Farbe und 
Anzahl besteht demnach darin, dass die blane Farbe einer 
Flüche unabhängig von unserer Willkttlir zukommt Sie ist 
ein Vermögen, gewisse Lichtstralilen znr&ekznwerfen, andere 
mehr oder weniger zu verschlacken, und daran kann unsere 
Auflassung nicht das Geringste ändern. Dagegen kann ich 
nicht sagen, dass dem Pack Spielkarten die Anzahl 1 oder 100 
oder irgend eine andere an sich zukomme, sondern iiOclistens 
iu Bezug aui unsere wiilkührlicbe Aufiassungs weise, und 
dann auch nicht so, dass wir ihm die Anzahl einfach als 
Praedicat beilegen könnten. Was wir ein vollständiges 
Spiel nennt n wollen, ist offenbar eine willkühiliche Fest- 
setzung und der Pack »Spielkarten weiss nichts davon. 
Indem wir ihu aber iu dieser Hinsiebt betrachten, entdecken 
wir vielleicht, ilass wir ihn zwei vollständige Spiele nennen 
ki^nnen. Jemand, der nickt wftsste, was man ein voll* 
ständiges Spiel nennt, würde walirsckeinlicli iigend eine andere 
Anzahl eher an ihm beransfinden, als grade die Zwvi. 

% 23. Die Frage, wem die Zaihl als Eigenacliaft sa* 
komme, beantwortet Mil!*) so: 

,,Der Name einer Zahl bezeichnet eine Eigenschaft, 
die (lern Aggregat von Dingen augehört, welche wir mit 
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dem Kamen lif*netinen; niul fliese EigeiiFcbaft ist die charak* 
ti*iiKti!$c1ie Weii^e, in welclicr ilas Aggregat zns^anmtengeüt'tzf 
i^t otler in Tliette zerlegt werden kann/ 

HiiT ist '/unRchst der bestimmte Artikel in dem Aus- 
drucke „<Ue (liaKikti'ristisdiu Weise." ein Felller; denn es 
triebt sehr vcrsi lii- ue Weisen, wie man eiu Ag^a-egat 
zeih'geii kann, uiifl man kann nicht sagen, «lass Eine allein 
cliarakteiistiicU wäre. Km Biintlel Stjol» kann z. B. so 
zerlegt werden, dass mau alK^ Halme dnrclist hneiiltil, oder 
üo, dass man es in einzelne Halme anfiöst, oder so dass 
mau zwei Biindel daraus uiacbt Ist denn ein Haute von 
hnndert Sandkörnern ebenso zusammengesetzt wie ein Bündel 
von 100 Strohbulmen? und doch bat man dieselbe Zahl. 
Das Zablwoit ,,Ein'' in dem Ausdrack „Ein Strohbalnrr 
drückt doch nicht aus, wie dieser Halm ans Zelhm oder 
aus Molekeln zusammengesetzt ist Noch mehr Schwieiigkeit 
macht die Zahl 0. Mfissen denn die Strohhalme ttherhaupt 
ein £Undel bilden, um gezählt werden zu kOnnen? Muss 
man die Blinden im Deutschen Reiche durchaus in einer 
Versammlung vereinigen, damit der Ausdinek ,,Zahl der 
Blinden im Deutschen Reiche" einen Siuu habe? Sind 
tausend Weizenkörner. nachdem sie ausgesiiet sind, nicht 
mehr tausend Weizenkörner? Giebt es eij^ontlich Agf^regate 
von Beweisen tines Lehrsatzes odei* von Ereignissen? und 
doch kann man auch diese zählen. Dabei ist es gleichgiltig, 
ob die Ereignisse gleichzeitig oder durch Jahrtausende 
getrennt sind. 

§ 24. Damit kommen wir auf einen andern Grund, 
die Zahl nicht mit Farbe und l^'estigkeit zusammenzustellen: 
die bei weitem grossere Anwendbarkeit. 

MilP) meint, die Wahrheit, dass^ was aus Theilen 
zusammengesetzt ist, aus Theilen dieser Tlieile zusammen- 
gesetzt ist, sei von allen Naturerscheinungen giltig, weil 
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alle gezüblt werder. konnten. Aber kann nicht nocb weit 
iiieliv gezahlt werdHi? Locke*) sagt: „Die Zahl findet 
Anwendung auf ^lenschen, Kngel. HuiuUimgen, Gedanken, 
jedes Ding, das existirt oder vorgestellt werden kann". 
Leibniz '-) verwirft die Meinung der Scliohistiker, dass die 
Zahl auf unküiperliclie Dinge uiiauvvenübar sei, und nennt 
die Zalil gewisserniaasseu eine UTikOrperliche Figur, ent- 
standen aus der A'ereinigung irgendwelcher Dinge, z. B. Gotte«, 
eines Engels, eines Menschen, der Bewegung, welche zn- 
sammen vier sind. Daher, meint er, ist die Zahl etwas 
ga»2 Allgemeine s nud zur Metaido'sik gehörig. Aa einer 
andeni Stelle*'^*) sagt er: ,,Ge wogen kann nicht werden, 
was nicht Kraft und Yei-mogen hat; was keine Theile bat» 
hat demgemäss kein Haass; aber es giebt nichts, was nicht 
die Zahl znlftsst. So ist die Zahl gleichsam die meta- 
l>hysische Fignr**. 

Es wäre in der That wunderbar, wenn eine, von 
äussern Dingen ab.^trahirte Eigenschaft, auf Ereignisse, auf 
Vorstellungen, auf BegiiÖe ohne Aenderung des Sinnes 
i'ihertragen werden könnte. Es wilre grade so, als ob man 
von einem schmelzbaren Ereignisse, einer blauen Vorstellung, 
einem salzigen IkgriftV, einem zähen ürtheile redea wollte. 

Es ist ungereimt, dass an Unsinnlichem vorkomme, 
was seiner Natur nach sinnlich ist. Wenn wir eine blaue 

Fläche sehen, so haben wir einen eigenthümlichen Eindruck, 

der dem Worte ,.blail'* entspricht; und diesen erkennen wir 
wieder, wenn wii eine andere blaue Flftche ei blicken. Wollten 
wir annehmen, dass in derselben AVei^e beim Anblick eines 
Dreiecks etwas Sinnliches dem Worte „drei'' entsprAche, 
so müssten wir dies auch in di*ei Begriffen wiederAnden; 
etwas Unsinnliches wArde etwas Sinnliches an sich haben. 
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Man kann wolil zugt lien. dass dem Worte dreieckig" eine 
Alt sinnlicher Eindiücke entspreche, aber mau muss dabei 
dies Wurt als Ganzes uebmen. Die Drei darin sehen wir 
nicht unmittelbar-, sondern wir üeheu etwas, worau eine 
geistige Tliatigkeit anknüpfen kann, vrelche zu einem Uitkeile 
llihrt, in dem die Zahl 3 vorkommt. Womit nehmen wir 
denn etwa die Anzahl der Schlussfigui en wahr, die Arii^toteles 
aufstellt? etwa mit den Augen? wir sebeu liucli^tens gewisse 
Zeichen lllr diese Schlussfiguren, iikht sie'velbst. Wie 
sollen wir ihre Anxahl sehen kunnen, wenn sie sellMtt 
unsiehth&r bleiben? Aber, meint man vielleicLt, es genügt, 
die Zeicben 2a seben; dei-en Zabl ist gleich der Zahl der 
Schlussfiguren. Wober weiss man denn da:*? Dazu mnss 
man doch sdiou auf andere Weise die letztere bestimmt 
haben. Oder ist der Satx »die Anzahl der Schlossfiguren 
ist vier** nur ein anderer Ansdrack für Anzahl der 
Zeichen der Scblu»sfiguren ist vier' ? Kein! von den Zeichen 
soll idchts ausgesagt werden; von den Zeidien will niemand 
etwas wissen, wenn nicht dei-eu Eigenschaft zugleich eine 
des B(-zeichneten ausdrückt. Da ohne logischen Fehler 
dasselbe verschiedene Zeichen haben kann, braucht nicht 
eimiuü die Zahl der Zeicheu luit der des üezcieliueleu 
übereinzustimmen. 

^ 25. Wiihieiid tiir Mi 11 die Zahl etwas Physikalisches 
ist, besteht sie für Locke und Leibniz nur in der Idee. 
In der That sind, wie Alill*) sagt, zwei Aepfel von drei 
Aepfelu, zwei Pferde von einem Pferd pljysikalisch ver- 
^ schieden, ein davon versciiiedenes »sichtliches und fuhlbarts 
, Phänomen**). Aber ist daraus zu schliesseu, dass die 



♦) A. a. O. 111. Bmh, XXIV. Cap. § 6. 
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Zveiheli, Dreiheii, etwas PhysikaKsches ist? Sin Fsar 
Stiefel kann dieselbe sicbtlnTe und f&hlbare Brschelnnnc 
Mn, wie xw ei Stiefel. Hier liaben wir einen Zalilenimteradiied« 
dein kein physikalischer entsprielit; denn zwei and Ein 
Paar sind keineswegs dasselbe, wie Mill sonderbarerweise 
zu glauben scbeint. Wie ist es endlich möglich, dass sieh 
zwei Begriffe von drei Begriffen physlkallseh nnteradieidenl 
So sagt Berkeley*): „Es ist ztt bemerkoiy dasa die 
Zahl nichts Fixes und Festgestelltes ist, was realiter in den 
Tliiigpii selber existirte. Sie ist gänzlich Geschöpf des Geistes, 
wtiin er ent\Vi*Ur eine Idee au .sich oder eine Conibinatioy 
von Ideen betrachtet, der er einen Namen geben will und 
sie so für eine Eiuhüit gelten lässt. Jeiuichdeui dei Ueisl 
Nt'iiie Ideen variiiHid combinirt, vai iii t die Einheit, und wie 
die Kiulieil so vaiiiri auch die Zahl, welche nur eine 
»Sannnlung von Einheilen ist. Ein Fenster=l; ein Haus, 
in dem viele Fenster ^iud. = 1 ; viele Häuser machen Khie 
Stadt aus."* 

Ist die Zahl etwas Snbjectivea? 

§ 2G. Jii die.seni Gedankengange kuiumt man leicht 
dazu, die Zaiil für etwa'« .Subjectives anzuseilen. Es scheint 
die Weise, wie die Zahl in uns entsteht, über ihr Wesen 
Aufschluss geben zu köiuu^n. Aul" t ine i^sychologische TTnter- 
.snchung also würde es dauu ankommen. la (Ue$iem Siau«! 
sagt wohl Lip8chitz**) : 

„AVer über gewisse Dinge einen Ueberblick gewinnen 
wtU^ der wii'd mit einem bestimmten Dinge beginnen und 
immer ein neues Ding den frftlieren hinzufügen". Dies scheint 
viel bes.^^er darauf xa passen, wie wir etwa die Aiiscbanong 
eines Sternbildes erhalten, als auf die Zahlbildnng. Die 

*) Buuiuäim a. a. O. Bü. II. S. 428. 

**) Lehrbuch der Aualy^tin, S. 1. Ich nehme an, da:» Lipscbita 
•iaen inaern Vorgang in Siaae hu. 
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Alisicbt, einen Ueberblick xu gt^viunen, ist uiiu esentlit h; denn 
mau wird kanm sagen kunnen, da$8 i*iiie Heitle übersiichUicher 
yrivA, wenn nmn eiijUu*t, ans wieviel Häuptern sie bestellt. 

Eine solche Beseltreibniig der innem Vorginge, die der 
Fällung dnes Zaklurtlieüs vorhergeken, kann nie, aneh wenn 
jiie xntreffendei' ist, eine eigentlldie Begril&bestlnininng er* 
setxen. Sie wird nie zum Beweise eines arithnetiscben 
Satzes herangezogen weiden kennen; wir erfahren durch sie 
keine Kigeuschaft der Zaiden. Denn die Zahl ist so wenig 
HU Gegenstand der Ps3'chologie oder ein Ergebnis» psycklsrtiHr 
Vorgänge, wie es etwa die Nordsee ist Der Objecti?itat 
der Nordsee thnt es keinen Einti-agf dass es von ttnKer<T 
Willküln iibhangt, welchen Theil der allgemeinen Wasser- 
liedeckuug der Ei*de wir ^ibgreuzen und mit (Um Xanien 
„Nordsee" belegen wollen. Das kein Grund, dies Meer 
auf psycliolügischem Wege erforsclien zu Wullen. So ist auch 
die Zahl etwas Objectives. Wenn man sagt „die Noiilsee 
ist lu,uüO Quadratmeilen gross/ so deutet man weder durch 
„Noi-dsee" noch durch „10,000" auf einen Zustand oder 
Voi-gaug in seinem Innern hin, sondern man behauptet etwas 
ganz Objectives, was von unsern V*>r.stellungeu und dgl. 
unabhängig ist. Wenn wir etwa ein ander Mal die (Jrenzen 
der Nordsee etwas anders ziehen oder unter .,10,000*' etwas 
Andei-es verstehen wollten, so würde nicht derselbe Inhalt 
faiscli, der vorher richtig war; sondern an die Stelle eines 
wahren Inhalts wäre vielleicht ein falscher geschoben, wo- < 
durch die Waluheit Jenes ei'stei'en in keiner WeisA anfge- 
hohen wttrde. 

Der B«)taniktt* wUl etwas ehenso Thatsfichliches sagen, 
wenn er die Anzalil der Blumenhlfttter einer Blnme, wie 
wenn er ihre Farbe angieht. Das eine Yiangt so wenig wb 
das andej^e von unserer Willkülir ah* Eine gewisse Aehn* 
lichkeit der Anzahl und der Farbe bt also da; aber diese 
besteht nicht dailn, dass beide an ftnsseren Dingen sinnlbh 
wahinehwbar, sondern darin, dass beide objectiv sind. 
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Ich unterscheide das Objertive ron dem Handgreiflichen, 
Räumlichen, Wirklichen. Die Erdaxe, der Massenniittel- 
jinnkt des Sunnensy^tenis sind ol'jectiv, aber ich möchte sie 
iiirht wirklich nennen , wie die Erde selbst. Man nennt 
den Aequator oft eine gedachte Liuie; aber es wäre falsch^ 
ihn eine erdachte Linie zu nennen; er ist nicht durch 
Denken entstanden, das Ergebniss eines seelischen Vorgangi» 
sondern nur durch Denken erkannt, ergriffen. Wäre das 
Erkanntwerden ein Entstehen, so kannten wir nichts Posi- 
tives von ihm aussagen in Bezug auf eine SSeit, die diesem 
vorgeblichen Entstehen vorheiiging^. 

Der Raum gehört nach Kant der Erscheinung an« Es 
wäre möglich, dass er andern YemunftwesMi sich gaai anders 
als uns darstellte. Ja, wir können nicht einmal wissen, oh 
er dem einen Menschen so wie dtm andern eii^cheint; denn 
wir können die Raumanschanung des einen nicht neben die 
des andern legen, um sie zu vei^^leielien. Aber dennoch ist 
darin etwas Objertives enthalten; Alle erkennen dieselben 
geometrischen Axiome, wenn anch nur durch die That^ an 
und müssen es, um sich in der AVeit zurechtzufinden. Objectir 
ist dann das Gesetzmässige, Begiifiliche, Beurtheilbarcv 
was sich in Worten ansdrOcken liisst. Das rein Anschaur 
Hche ist nicht mittlieilbai*. Nelimen wir zur Verdeutlichnng 
zwei Vernunflwesen an, denen nur die projectivisehen Eig^a« 
jtchalten und Beziehungen anschaulich sind: das Liegen von 
di«i Funkten in dner Gerade, von vier Punkten in einer 
Ebene n. s. w. ; es möge dem einen das als Ebene erscheinen, 
was das andere als Punkt anschaut und umgekehrt. Wst 
dem einen die \' erbind ungslinie von Punkten ist, möge dem 
iinderu die Schnittkante von Ebenen sein u. s. w. immer 
dualistisch entsprechend. Dann konnten sie sich sehr wohl 
mit einander verstand ij^^eii und wUrden die Verschiedeiiheit 
ihres Auscliauens nie gewahr werden, weil in der |trojecti- 
vischen Geometrie jedem Lehrsatze ein anderer daalistisch 
gegenübersteht ; denn das Abweichen in einer ftsihetiMiliea 
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WerthscIUUziuig iirfthle kdn sichereft Richen sein. In 
Bezug auf alle geometiisclie Lelii'sAtze vfti^ «i« vdllij^ 
im Einklänge ; »ie wÜihIhi »icli nnr die Wrirter in ilire An- 
xclianung verseliifden fibei^etsen« ^lit dem Woite »»Punkt** 
verbände etwa das eine diese, ilas andere Jene Anjtcliannng. 
So kann man immerhin sagen, dass ilmen dien» Wort etwas 
Objectives bedeute; nur daif man unter dieser ßt*deulung 
nicht das Besondere ihrer Anschauung veri^tehn. Und in 
diesem Sinne ist auch die Ei'daxe objectiv. t 

Man (lenkt gewulinlicb bei «.weiss" an eine gewisse 
Eniplinduiig, die natiiilich ganz snbjectiv ist ; aber schon im 
gewöhiiHclien Spracligcbraiudie. sclu int mir. tritt ei« ohjec- 
tiver SiiiJi vielfach hervor. Wenn man dvu »Sclniee \VL'i.s.s 
nennt, so will man eine objective UfscliaftViilieit ansdrückcn, 
die man beim ( Ijiilichen Tageslicht an einer jgewissen 
Empfindung erkennt. Wird er farbig beleuchtet, so biiniä:t 
innn das bei der Beurtheilung in Anschlng. 31 an sagt 
vieHeicht : er erscheint jetzt rotli, aber er ist \veis.s. x\uch 
der Farbenblinde kann von roth und giön reden, obwohl ei- 
diese Farben in der Enii>iindung nicht unterscheidet. Kr 
erkennt den rnterschied daran, dass Andere ihn machen, 
oder vielleicht durch einen physikalischen Yei^nch. So be- 
zeicluiet das Farben wort o(t nicht unsere snhjecth'e Em* 
pHndung, von der wir nicht wissen können, «hiss sie mit der 
eines Andeni fihereinstinimt — dfun offenbar verhftrgt das 
die gleiche Benennung keineswegg — sondern eine objective 
Beschaflenheit. So verstehe ich unter Objectivilät eine l^nab* 
hängigkeit von nnseiin Eniplinden, Anselianen und Vorst eilen, 
von dem Entwerfen iunera- Bilder ans den Eilnnerungen 
frQherer Empfindungen, abei* nicht eine Unabhängigkeit 
von der Veniuiift; deim die Frage heantworleji, was die 
Dinge unabhängig von der Yemunft sind, hiesse ortheilen, 
ohne zu urtheHen, den Feli waschen, ohne ihn nass zu machen. 
§ 27. Deswegen kann ich anch Sehloemileh*) nicht 

Handbuch der algebralichen Anal^sit, S. 1. 
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zustimmon, dvA- die Zahl Vorstellung der Stelle eines Object« 
in einer Keilie nennt*). Wäre die Zahl eine Vorstellnng, so 
wäre die Arithmetik Ps^'cholugie. Das ist sie sjo wenig, 
wie etwa die Astronomie es ist. Wie sich diese nicht mit 
den Vorstellungen der Planeten, sondern mit den Planeten 
f^elhi>t beschäftigt, so ist anch der Gegenstand der Ahthmetik 
keine Vorstellung. Wäre die Zwei eine Vorstellung, so wäre 
et» xunäcli«t nur die meine. Die Voi'stellung eines Audeni 
ist schon als solche eine auda*e. AVIr hätten dann violleicht 
viele Millionen Zweien. Man müsste sagen: meine Zwei, 
«leiuQ Zwei, eine Zwei, alle Zweien. Wena man latente 
Uder nubewnsste Voi'stidlmigen annimmt, so hätte man aneh 
nnbewnsste Zweien, die dann später wieder bewnsste wiü'den. 
Mit den heranwachsenden Menschen entständen immer neue 
Zweien, und wer weiss, ob sie sich nicht in Jahrtousenden 
so veränderten, dass S X 9 5 würde. Trotzdem wäre 



*) Man kaiin (1ni,'0L'» !i muh cinwcinlon. dass dniiu immer ilicsclbe 
Vmstelluni^ einer Stelle eihcheiucn müsste, dieselbe Zahl auftritt, 

nas ofl'enbar falsch ist. Das Folgende würde uicht zutreüeu, wenn er 
unter Vonftdltiag äne ol^iectiTe Idee Tentelieii woUCe; »bcr weldwr 
Uutmcliied wire dann «wiadien der Vttretellang der SteUe und der 
Stelle 8clbst ? 

Die Vorstellnng im subjeetiren Sinne int da«, worauf sich die psycho- 
lo;ri!<che« Association8ge8Ct?;p hpzi»>heu ; sie ist ron sinnlicher, bildhafter 
Hcsili.Tflenlicit. Die Voratellunc; im objectiven Sinne gehört der Logik 
an und ist Mesentlich nnsinnlicii, oliwolU tlas Wort, welches eine objective 
Vorstellnug bedeutet, oft auch eine subjectire mit sich (fthrt, die jedoch 
nicht aeitte BedeqtnnjE; int. Die snbjective Vorntdlang ist oft nadiweielMr 
TfracMeden in verschiedenen Menschen, die o1||eetiTe Ar nUe diesellie. 
Die iibjertiveu Vorstellungen kann mmn eintheUen in Oegemfelndt und 
Begriffe. Ich werde, nm Verwirrnng zu vermeiden, «Vorstellnng" nur 
im snbjectiven Sinne gebrancbe». Dmlurrh. dans Kant mit dieitem Worte 
beide Bedentunn;eii verband, hat er seiner Lehre eine sehr «ubjective. 
idealistische Färbung gegebeu nud das Treffen »einer wahren 31eiuung 
erschwert. Die hier gemachte Unterscheidnng ist so berechtigt wie dit 
»wischen P^archologie and Logik. MOcbte man diese hmner leehi stieag 
aasefaiaaderinllMi! 
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CS zweifelhaft, ob es, wi« niaji p:ewöbnlich meint, unendlich 
▼iele Zahlen gäbe. Vielleidit wnre 10'" nur ein leeres 
Zeichen, iukI es gäbe gar keine Vor^teUung, iu irgendeinem 
"Wesen, die tfo benannt werden könnte. 

Wir sehen, zu welchen AVnnderlichkeiten e»; fiiln t, wenn 
man den Gedanken etwas weiter aui^spinnt, da^s die Zahl 
eine Vorstellung sei. Und wir kommen zn dem Schlüsse, 
dass die Zahl weder räumlich \m\ physikalisch ist, wie Blills 
Haufen iron Kieselsteinen und Pfeffeniflssen, noeh auch sub- 
jecliv wie die Yorstellnngeu, sondern nndinnlieli und objectir. 
0er Grund der Objectivit&t kann ja nicht iu dem Sinnes- 
eindiiicke liegen, der als Affection unserer Seele gans sub* 
Jeciiv ist, sondei-tt, seweit ich sehe, nur in der Vemanfl. 

Es wfire wunderbar, wenn die allerexacteste Wissen- 
M'haft sich anf die noch zu unsicher (astende Psychologie 
stützen sollte. 

Die Anzahl als Menge. 

§ 28. Kinijxe .Sein iftst eller erkläten die Anzahl als 
eine Menge, Vielheit oder Mehrheit. Ein Uebelstand besteht 
hierbei darin, dass die Zahlen 0 und 1 von dem Begriffe 
ausgeschlossen werden. Jene Ausdrucke sind recht nnbe- 
siimuit: bald nähern sie sich mehr der Bedeutung Ton 
„Haufe," „Gruppe/* „Aggi'^at** — wobei an ein rAumliches. 
Zusammenseitt gedacht winl — bald werden sie fast gleich* 
bedeutend mit „Anzahl" gebraucht, nur unbestimmter. Eine 
AiiHi;inanderlegnng des Begriffes der Anzahl kann darum in 
einer solchen Erklärnng nicht gefunden werden. Thoraae*) 
Terlangt zur Bildung der Zahl, dass verschiedenen Objecten- 
mengen ver.scliiedene Namen gegeben werden. Damit ist 
offenbar eine schärfere Bestininumg jeuer Objectennungen 
gemeint, flh* welche die Naniengebung nur das äussere Zeichen 
ist. Welcher Art nun diese Bestimmung sei, das ist die 

*) Kemeutare Tiieuiie der aual>liiK;hen FaacUoiieB, S. I. 



Digitized by Google 



99 



Frage« Es würde offenbar ilie Idee der Zahl nicht entstehen, 
wenn man flir ,,3 Sterne/' „3 Finger/' „7 Sterne'' Namen 
einführen wollte, in denen keine gemeinisamen Bestandtheile 
erkennbar wilren. Es kommt nicht daravf an, dass fiberhanpi 
Namen gegeben werden, sondern das« für sich hezdehnel 
werde, was Zahl daran ist Dasa ist n5thig, dass es in 
seiner Besonderheit erkannt sei. 

Noch ist folg ende Verschieden bei t zu beachten. Einige 
nenneu die Zalil eine Menge von Dingen oder Gegenständen ; 
Andere wie schuu Enklid*), erkläien sie als eine Menge 
von Einheiten. Dieser Ausdi'uck bedarf einer besoudem 
Eiörtertuig. 

III. Meinunflen über Einheit und Eins. 

Dr&ckt das Zahlwort „Ein'' eine Eigenschaft 
Ton Gegenstftnden ans? 

§ 29. lu den Definitionen, die Euklid am Anfange 
des 7. Buches der Elemente giebt, scheint er mit dem 
Worte ,/^r;v//c" bald einen zn zählenden Gegenstand, bald eine 
Eigenschaft eines solchen, bald die Zalil Eins zu bezeichnen. 
Ueberau kommt man mit der Uehersetzong .,Einhelt" dnreh, 
aber unr, weil dies Wort selbst In diesen verschiedenen 
Bedeutungen schillert 

Schräder**) sagt : „Jedes der zn zShIenden Dinge 
wii^ Einheit genannt." Es Ihigt sich, weshalh man die 
Dinge erst unter den Begriif der Einheit bringt nnd nicht 
einfach erklärt: Zahl ist eine Menge von Dingen, womit 
wir auf das Vorige ziirtickgeworltn wäreu. Man 

könnte zunRchi^t in der Benenuunjr der JJinge als Einheiten 
eine nähere Bestini innng finden wollen, indem man der 
sprachlichen Form folgend „Ein'* als Eigenschaftswort ansieht 

♦) 7. Buch der Elemente im Anfange : Movbf; Uv.. xab' ijv ixcrsxov 
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Ofld „Eine Stiiilt" auiV,i>>t wie ..weiser Mann". Dann 
wfmlc eine Einheit ein sein, ileni die Kipenschafl 

„Ein** zukäme und wiinle sicli zu ..Ein" äbiilirli vtilialte-u 
wie „ein Weispi *' zu dem Adjeciiv ..wtise . Zu den Gniinlen. 
die ohpu (b gegen geltend gemaclit sind, da^s die Znlil eine 
Eijreii'^LlKifL von Dingen sei, treten liier noch einige l)Lsuiuleie 
hinzu. Anttallend wäre znnächst, das»s jedes Ding d'n'üB 
Eigenschaft hätte. E$ wnxe nuver^tändlich, weshalb man 
i'iberhanpt noch einem Dinnre ausdrücklich die Eigenschaifi 
Iteil^t. Nur durch die ^lüglichkeit, dass etwas nicht weise 
sei, gewinnt die Behauptung. Selon sei weise, einen Siun. 
Der lubalt eines BesriflTes nimmt ab, wenn sein Umliiig 
ziuiimnit ; wiiil lUeser allnmfiisseiMl» so mnss der Iiiliali gans 
verloren geben. ist niebt leicbt zn denken, wie die 
8i»nicbe dnza käme, ein Eigen:Mibaft8Wort zu scbaffen, das 
gai* nicbt dazn dienen kdnntei einen Gegenstand näber wa 
bestimmen. 

Wenn »Eni Mensch!* abnltcb wie ,,weiser Mensch'* 
aufzufassen wUre, so sollte man denken, dass „Ein*' anch 
als Tiaedicat gebraucht weiilen kunnle, sodass man wie 
,.8«>lon war weise" anch sagen konnte ,,So1on war Ein'^ 
oder „Solon war Einer*'. Wenn nun der letzte Ausdruck 
auch vorkommen kann, so ist er doch für sich allein nicht 
verständlich. Kr kann z. B. heissen: Soloii war ein Weiser, 
wpnu .,AVt'iser" aus dem Zusammenhange zu ergänzen ist. 
Aber allein scheint „Ein** nicht Tiaedicat sein zu kiuinen*). 
Noch deutlicher zeigt sidi dies lieim Plural. Während man 
..»Solon war weise" und ,,Th;iles war weise*' zusammenziehen 
kHun in ..Solmi und Thaies waren wei>p.** kann man nicht 
sagen ,.»Snlon und Thaies waren Ein". Hiervon wäre die 



*) £s koinmeB Wcndnngea vor, <tie dem xn wideniweehen «dieinca; 
alrrr bei genauerer BctrAchtnng wird uinn tiiuleu, das» ehi Begriffswort 

r.i) pr^Siiren i»t, oder flass „Kin" nicht als Zahlwort gchranr ht wird, di\8« 
nicbt die Einzigkeit, sondern die EinheitUcbkeit behanptel werden solL 
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Uiunög1ic1ik«it nicht einxiuteln ii, wenn ..Ein'' i«owi6 

eine Eigensrbaft s^owolil flex i^iAun als anch d«« Tbales wUrt . ' 

§ 30. Damit hangt e» znsnmmeii. dass man Mne 
Üttinilion der Eigenscliaft „Ein" hat gebeu kunnen. Weun 
Jipibniz*) pnj^t : „Eines ij<t, was wir durch Eine Thal des 
Vi Islan d. s ziL-uinmeMfasseu". so erklärt er ,,Ein'' durch sich 
Felbbl. C'ud können wir iiidit auch Vieles durch Eine Thal 
des Verstandes zuFaniiueiifasscn ? Dies wird von Leibniz 
an (loi st Iben Stelle zugei>taudeii. A cimlich sagt Banmann**): 
..Eines ist, was wir als Eines auffassen** und weiter: .,Was 
wir als l^unkt setzen oder nicht mehr als getheilt setzen 
Wüllen, das sehen wir als Eines an ; aber jedes Eins der 
kusseru Anschauung, der reinen w ie der enipinschen, können 
vrir auch als Vieles anseheiu Jede Vorstellung ist Eine, 
wenn abgegianzt gegen eine andere YorsteUnng; aber in 
»ich kaini sie wieder in Vieles untmeliieden werden.'* So 
vei wischt sich jede sachliche Begrensting des Begriffes nud 
alles hangt von tinsei'er Auffassung ab. Wir fragen wieder: 
welchen Sinn kann es haben, irgendeinem Gegenstände die 
Eigenscliaft »,Ein'' beiattlegeUf wenn je nach der Auffiutsung 
jeder Einer sein und anch nicht sein kann? Wie kann auf 
dum so vei-schwommenen Begi-iffe eine AVissenschaft bendien, 
die grade in der grOssten Bestimmtheit und Genauigkeit 
ihren Ruhm sucht? 

§ ai. Obwohl nun Banmann'*'^) den Begiilf der Eins 
auf lnnei<er Anschauung beruhen iRsst, so nennt er doch in 
der eben angeführten Stelle als Merkmale die IJngefheiltheit 
und die Abgegränzlheit. AWim diese zuträfen, so wäre zu 
erwarten, dass auch Tliierc eine gewisse Vors»! eil im pr von 
Einheit haben könnten. Ob wohl ein Hund beim Anblick 
des Mondes eine wenn auch noch so unbestimmte Vorstellung 



*) Danmami a. a. 0. TT. & 2; Erün. S* 9» 
**) A. ft. O. Bl. II. S. 669. 
♦♦•> A. ». O. Bd. IL 8. 669. 



Digitized by Google 



4t 



Ton d^m hat, was wir mit drin Wuite „Ein" bezeichnen? 
Srhwcilicli' Tlnd doch unterscheidet er gewiss einzelne Gegen- 
Ftände: ein andrer Hund, sein Herr, ein Stein, mit dem er 
spielt, erscheinen ihm gewis» ebenso abgegrenzt^ für s^ich 
bestehend, nngetbeilt wie nns. Zwar wird er einen Unter* 
5chied merken, ob er sieb gegen viele Hunde zn veit Ii eidigen 
hat oder nur gegen Einen, aber dies ist der von MiH pbysi- 
kaJisch genannte Unterschied. £s käme daran! besonders 
an, ob er von dem Gemeinsamen» welches wir dnrch das Wort 
„Ein" ansdrttcken, ein wenn ancb neck so dnnkles Bewnssi- 
Hm hat z. B. in den FälleSt wo er von Einem grössem 
Hnnde gebissen wird, nnd wo er Eine Katze Terfo%t Das 
ist mir nnwabrscheinlicb* Ich folgere daraus, dasa die Idee 
der Einheit nicht, wie Locke*) meint, dem Yerstande dordi 
jenes Object dranssen nnd Jede Idee irnien zngeftthrt, sondern 
▼on nns dnrcb die hfthem Geisteskräfte erkannt wird, die 
nns Tom Tfaiere nnterschelden. Dann können solche Eigen- 
schaften der Dinge wie Ungetheiltheit und Abgegrenztheit, 
die von den Tbiei en ebenso gut wie von uns bemeikL werden, 
niciiL (las Wesentliche au unseiin Begriffe sein. 

^ 32. Doch kann man einen gewissen Zusammenhang 
vermuthen. Darauf deutet die Sprache bin, indem sie von 
„Ein" „einigt' ableitet. Etwas ist desto mehr geeignet, als 
besonderer Gegenstand aufgefasst zn werden, je mehr die 
Unterschiede in ihm gegeni'iber den Unterschieden Ton der 
Umgebung zurficktreten, je mehr der innere Zusammenhang 
den mit der Umgebimg fiberwiegt. So bedeutet „einigt' eine 
Eigenschaft, die dazu Teranlasst, etwas in der AniTassnng 
Ton der Umgebung abzasond«ii nnd für sich zn betrachten. 
W«m das franzSsiscbe „nni** „eben," „gUti'^ beisst, so ist 
dies so zn erklären. Auch das Wort „Einheit^ wird in 
ähnlicher Weise gebroncbt, wenn von politisclier Emlieit 



«} BaauMM B. a» O. U I. & ÜM. 
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eines Landes^ Einheit eines Kunstwerks gesprochen wird^. 
Aber in diesem Sinne gebort ,,£itilieit** weniger zu |£iii^ 
als m „einig*^ oder ,,einheiUich." Denn, wenn man sagt^ 
die Erde habe Einen Mond, so will man diesen damit nicht 
für einen abgegrenzten, für sich bestehenden, nngethdlten 
31ond erklftren; sondern man sagt dies im Gegensätze mi 
dem, was bd der Venus, dem Mars oder dem Jnpfter Tor- 
kommt. In Bezug auf Abgegreuztlieit und Ungetbeiltheit 
küiiiileu sich die Monde des .fiipiter wohl oiit uiiserm messen 
und sind in dem Sinne ebenso einheitlich. 

§ 33. Die Ungetbeiltheit wird von einigen Schrift- 
pfellmi bis zur l'ntlieilbarkeit gesteigert. G. Kopp**) nennt 
jedes unzerlegbar und für sifh bestellend gedachte sinnlich ^ 
iMler nicht sinnlich walunehmbare Ding ein Einzelnes und . 
die zu zählenden Einzelnen Einse, wo offenbar „Eins" ift 
dem Sinne von „Einheit" gebraucht wird. Lidern Baominn 
seine Meinnng, die äussern Dinge stellten keine stragea 
Einheiten dar, damit begründet, dass wir die Frwheii hütend 
sie als Vieles zu betrachten, giebt anch er die Unaedeg» 
barkeit ITir ein Merkmal der strengen Einheit ans. Dadurch 
dass man den inneni Zusammenhang bis znm Uubedingten 
>ieiger(, will man offenbar ein Merkmal der Einheit gewinnen, 
das von der willkiihrlichen Auffassiuig unabhängig ist. Dieser 
Versuch scheitert daran, dass dann fast nichts übrig bliebe, 
was Einheit genannt und gezahlt werden dihfle. Deshalb 
wild aucli solbil der Rückzug damit angetreten, dass man 
nicht die Unzerlegbarkeit selbst, sondeni das als unzerlegbar 
(jledacht werden als Merkmal aufstellt. Damit ist mau denn 
bei der schwankenden Aolfassung wieder angekommen. Und 
wird denn dadurch etwas gewonnen, dass man sich die Sachen 
anders denkt als sie sind? Im Gegentbeü! aus einer lUacheB 



*) lieber die Gesehichte de i Wortei «Qnhclt* vogL Xadun, Cto> 
schichte der philoeopUiclieii Temrinologie. S. 19S— 8^ S. IM^ 8. SU 

*•) SckuUrilhniettk. EiMaid 1887. & 5 i. . 
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Annahme kuuueii fals< lii' Kolgei uii^im fliessen. Weuu m.m 
nhcr aus der rnzeilegluu keit iiiclit> ,-rliIie:?^fU will, was nutzt 
hie dann ? weuu. man vun der Strenge des Begriffes olme 
Schaden etwas ablassen kann, ja es sogar nius.«. woza dann 
diei»e Strenge? Aber vielleicht soll man an die Zerlegbarkeit 
uur nicht denken. Als ob dnrch Mangel an Deukea etwas 
eiTeiclii werden kOnute! Es giebt aber Fälle, wo niail gar 
iiidit vermeiden kaiiiiy an die Zeiiegbarkeii zo deuken. wo 
sogar ein iSchluss auf der Zusammensetzung der £iuheii 
beruht, z. B. bei der Aufgabe: Ein Tag hat 24 Stundeii, 
wieviel Stunden haben 3 Tage? 

^ind die Einheiten einander gleich? 

g 34. .So misslingt denn jedei- Versuch, die KigenstrhaCt 
.Kiu" zu ei klären, und wir müssen wohl darauf verzicliten, 
in der B»'zeirliuuiig der Dinge als P^inheiten eine nähere 
Bcstinnnung zn sehen. Wir konuiu n wieder auf nnsere 
Fra^e zurück : woshalb m init man die Dinge Eiula iten. wenn 
..Kiiilieit" nur ein andrer Xame llir Ding ist, wenn alle 
Dinge Einheiten sind oder als solche aufgefasst wei*deu 
können? E. Schröder*) giebt als Grund die den Objecten 
der Zählnng zugeschiiebene Gleichheit an. Ziuiäcbst ist nicht 
zu sehen, wamm die Wörter .,t)ing*' und .,Gej^enst*nd" dieu 
nicht ebenso gut andeuten könnten. Dann fragt es sich: 
weshalb wird den Gegenständen der Zählung Gleichheit za- 
gewbriehen? Wird sie ihnen uur zngeschiieben, oder Kind 
sie wirklich gleich? Jedenfalls sind nie zwei Gegenstände 
durchaus gleicli. Andi'erseits kann man wohl fast immer 
dne Hinsicht ausfindig machen, in der swei G^enstftnde 
filiereinstimmen. So sind wir wieder hei der willkOhrlidien 
AulTassuttg angelangt, wenn wh- nicht gegen die Wahrheit 
den Dingen eme weitergehende Gleichheit suschreihen wollen, 
als ihnen zukommt. In der That nennen viele Schriftsteller 



*) A. a. O. & •> 
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die Einlieiteii obne EinscbrRnkung gleich. Hobbes*) sagt : 
„J^ie Zahl absolut gesagt, setzt in <ler Mathematik unter 

sich glt'iulie Kiiiht^iteii voraus, aus <leuen si« hergestellt wirtl." 
Uume**) liillt die zusaniiuenset/eiidnii Theile der Quantität 
uiul Zahl fl\r ganz gleichaitig. Thomae***) neinit ein Jndi- 
vidunm der Menge Einheit und sagt : „Die Einheiten siml 
einander gleich." Ebenso gut oder viehnelir richtiger könnte 
man sagen : die Individuen der IMeiige sind von einaudei* 
veischieden. Was hat nun diese vorgebliche Gleichheit tür 
die Zald zu bedeuten ? Die Eigenschaften, durch die sich 
die Dinge untei. scheiden, .sind tür ihre Anzahl etwas Gleicb- 
giltiges uiul Frenules. Darum will man sie fern halten. Aber 
das gelingt in dieser AVeise nicht. Wenn man, wie TUomae 
verlangt, ^.vou den Eigenthümlichkeiten der Individuen einer 
Objecteiimenge abstrahirl" oder „bei der Betrachtuuggetrennter 
Dinge von den Merkmalen absieht, durch welche sich die 
Dinge untei^cheiden/' so bleibt nicht, wie Ltpschitz meint» 
,Aer Begriff der Anzahl der betraditeten Dinge" zarOck» 
sondern man erhält einen allgemeinen Begriff, unter den jene 
Dinge fallen. Diese selbst verlieren dadurch nichts von 
ihren Besonderheiten. AVenn ich z. B. bei der Betrachtm^ 
einer weissen und einer schwarzen Katze von den Eigen- 
schaften absehe, dnrch die sie sich unterscheiden, so erhalte 
ich etwa den Begriff „Katze'^ Wenn ich nun auch beide 
unter diesen Begriff bringe und .sie etwa Einheiten nenne, 
so bleibt die weisse doch immer weiss und die schwarze 
schwarz. Auch dadurch, duss icli an die Falben nicht denk« 
oder mir vornehme, keine »Schlüsse aus deren Verschiedenheit 
zu ziehen, werden die Katzen nicht farblos und bleiben ebenso 
verschieden, wie sie waren. Der BegriÜ* „Katze," der durch 
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die Ab6ir«eiioii gewonnen ist, entliftli svnr die Be8<ini1#r> 
lieiten nicht mehr, ist aber eben dadnrdi nur Einer. 

g 35, Dureli blos beg;riiniehe Verfiibrnngsweisen gelingt 
es nicht, Yerscbiedene Dinge gleich xa nMcbeii; gelange 
ahevy sa hfttte man nicht mehi* Dinge, sondein nnr Ein Ding; 

denn, wie Descartes*) sagt, die Zahl — besser: die Mehr* 
zahl — in den üingen entspringt aus deren l'ntersclieidung. 
K. Schröder**) behauplet mit Recht: ..Die Aiifoiilerung 
Dinge zu j!Jlhlen kann vemönftiger \Vei<:e luu gestellt werden, 
wo solche Gegenstände vorliegen, welche deutlich von einander 
untemdifidbar z. B. i äiimlich und zeitlich «retrennt und gegen 
einander abgegrenzt ersrhemeii/' In der That erschweit 
zuweilen die zu grosse Aehnlichkeit z. B. der Stäbe eines 
Gitters die Zahlung. iMit besonderer Öcliärfe drückt sich 
W. Stanley .levons***) in diesem Sinne aus: „Zahl ist 
nur ein andrer Name für Verschiedenheit. Genaue Identität 
ist Einheit, und mit VerschiedenUait entsteht Mehrheit." 
l-nd weiter (S. 157) : „Ks ist oft gesagt, dass Einheiten 
Einheiten sind, insofern sie einander vollkoninien gleichen; 
aber, obwohl sie in einigen ftüdcsichten vollkommen gleich 
sein mOgen, müssien sie mindestens in Einem Punkte ver- 
schieden sein ; sonst wäre dei* Bi^giilT der Mehrheit auf sie 
ananwendbar. Wenn drei M&nzen so gleich wSren, dass sie 
denselben Raum an deiselben Zeit einnähmen, so' wären sie 
nicht drei Mftnaeni sondern Eine Mllnie." 

§ 36. Abel' es zeigt sich bald, dass die Ansieht von 
der Verschiedenheit der Ehiheiten anf neue Schwierigkeiten 
HtSsst* Jevons erklirt: „Eine Einheit (unit) ist iiigendein 
(Gegenstand des Denkens, der von iiigendeinem andern Gegen- 
istande nntei-schieden werden kann, der als Einheit in der« 
s«»lben Aufgabe behandelt wird." Hier ist Einheit durch 
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sieb selbst erklärt nnil fler Zusatz „der von irgendeinem 
andern Gegenstände unterschieden werden kann'* enthält 
keine nllhere ßcstininiung, weil er selbst verstündUch ist. 
Wir nennen den Gegeustaad eben nur darum einen andern, 
weil wir ihn vom ersten unterscheiden können. Jevons*) 
sa^ feiner: ,,Wenii ich ilas Symbiil 9 schrdlie, meine ich 
eigenllidi 

nml es t&t vollkommen klar^ datta Je<le iHester Einheiten von 
Jeder andeiu verschieden ist. Wenn erfoiilerHch, kann irh 
sie so bezeichnen: 

Gewisft iftt es erfonlerlich, sie verschieden sn bezeichnen^ 
wenn Me ver^xiliifilen sind; sonst wflrde jii die grosste Ter* 
wirmng entstehen. AVenn schon die verschiedene SteUe, an 
der die Eins exsehiime» eine Verschiedenheit bedeuten sollte, 
so mQsste das als ausnahmslose Regel hingestellt werden, 
weil man sonst nie wusste, ob 1 -|- l 2 bedeuten solle 
oder 1. Daun nuis>te man die (ileichung 1 = 1 verwerfen 
und Will e in der Vei lej^enlieit, nie dasselbe Ding zum zweiten 
Male bezeiclnien zu können. Das geht oftVubar nicht nn. 
Wenn man aber verschiedenen Dingen verscliiedene Zeielien 
geben will, so ist nicht einzusehen, weshalb man in diesen 
noch einen grmeinsanien Bcstaudtheil festkiilt und niebt 

lieber statt j# ^ _|_ yn ^ ym yum 

schreibt 

n + b-J-c + d + e. 
Die Gleichhdt ist doch nun einmal verloren gegangen^ 
und die Andeutung einer gewissen Aidinlichkeit nUtat nldita. 
So zerrinnt uns die Eins nuter den Hünden; wir behalten 
die Gegeustftnde mit allen ihren Besonderheiten. Diese Zetehen 

1% l", l** 

sind ein spreehender AosdradL für die Verlegenheit: whr 
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haben die Gleichheit nöthig ; deshalb die 1 ; vir haben die 
Yeiisehiedetiheit ndthig; deshalb die ludices, die nur leider 
die Gietchheit wieder aufheben. 

§ 37. Bei amlein Scbrift st ellern stossen wir auf <lie- 
.st»ll>e Sclivvierigkeit. Locke*) sagt : Durch Wiederhol inij; 
der Idee einer Einheit uiiil llinzufügun^ «lerselbeii zu einer 
andern Einheit iiiii<iien wir deninacli eine collective Idee, 
die durcli das Wort ,,z\vei bezeiclinet wird. Und wer das 
thun und so vveiteigelien kann, immer nocli Eins hinzutugend 
zu dei letzten collectiveii Idee, die er von einer Zalil hatte, 
und ihr einen Namen geben kann, der kann zählen.** Leibniz**) 
detiuirt Zahl als 1 und 1 und 1 oder als Einheiten. Hesse***) 
sagt: j.Wenn man sieli eine Varstelhing maclien kann von 
der Einheit, die in der Algebra mit dem Zeichen 1 uusge- 
di'äclit wird^ .... su kann mau sich auch eine zweite 
gleichberechtigte Einheit deuken und weitera dmelben Art 
Die Vereinigung der xweiten mit. der ersten m einem Ganzen 
giebt die Zahl 2'*. 

Hier i^it auf die Bezi^ung zn achten, in der die Be- 
deutungen der WDiter »^Einheit^ und ,.Eins*' zu einander 
Ktehen. Leibniz vei-steht unter Einheit einen Begriff, unter 
den die Einn und die Eins und die Eins fallen, wie er denn 
auch s«gt: „Das Abstracte von Eins ist die Einheit/* 
Locke und Hesse scheinen Einheit und Eins gleichbedeutend 
zu gebrauchen. Im Grunde thnt dies wohl auch Leibniz ; 
denn indem er die einzelnen Gegenstande, die unter den 
Begriflf der Einheit lallen, sammtlich Eins nennt, bezeichnet 
er mit diesem Worte nicht den einzelnen Gegenstand, sondern 
den Begi'iir, unter den sie fallen. 

§ 38. Vni nielit Vei wirrung einrei.«?sen zu la.ssen, 
wird es jedueh gut .sein, einen Uutersehied zwischen Einheit 
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nnd Eins Mi*eiig aiiftiH!tht zu erhalten. ^lan sagt y,dia Zalil 
Eins*' und deolet mit dem bestimmten Aiiikel einen be« 
.stimmten, einzelnen Gegenstaud der wissenschaftlichen For- 
sdinng an. Es gieht nicht verschiedene Zahlen Eins, sondern 
nur Eine. Wir haben in 1 einen Eigennamen, der als solcher 
tiines Plurals ebenso unfähig ist wie „Fiiedrich der Grosse*' 
oder ,.daK chemisdie Element Gold.*' Es ist nicht ZufaD 
und nicht eine ungenaue BeKeiclimingsweise, dass man 1 ohne 
uiituist heideude Striche schreibt. Die Gleichung 

3 — 2 = 1 
wunie St. Jevoiis etwa so wiedeigebeu : 

(1' + 1" + 1'") — (1" + J'"> = 1' 
Wils wUi'iltt aber ilas Ergebuiss von 

(1' + V + r") — (1"" + 1""0 
.sei»? Jeilenlulls nicht 1'. Daiaus gelit licivor, «lass es 
iKU'h seiiU'i AuÜassuiig iiirht iiui' vei scliieiieiie Kiiisien, souderu 
auch ver.si liiedene Zweien ii. s. w. g^ebuu würde; denn r'-J- r" 
köunto nicht durch 1"" 1"" vertreten werden. Mau .sieht 
hieraus recht deutlich. da.s.«< die Zald nicht eine Anhäufung 
von Dingen ist. Die Arithmetik würde aufgeliobeu werdeUi 
wollte nuin statt der Eins, die innner dieselbe ist, verschiedene 
Dinge einführen, wenn auch in noch su Uhnlicheu Zeichen; 
gleicii düriten sie ja olme Fehler uiclit sein. Man kann 
doch nicht annehmen, dass das tiefste IkdUrfniss derArltb- 
metilw eine fehlerhafte Schi-eibung sei. Dariim ist es mi- 
muglich l als Zeichen Ulr vemhiedene Gegenstände ansn« 
sehen, wie Island, Aldebnran, Salon u. dgl. Am greilbarsten 
wiril der Unsinn, wenn nmn an den Fall denkt, dass eine 
Gl«*i('huug drei Wurzeln hat, nilmllch 2 und 5 und 4. »Schreibt 
nmn nmi nach Jevons für 8. 

l' + l'' + 1% 
so wftiile r hier 2, 1" & und V*' 4 bedeuten, wenn man 
unter V, V% V EinheitMi und folglich nach Jevons die 
hier Vorliegenden Gegenstände des Denkens versteht. Wäre 
es dauu nicht verständlicher für 1* + 1" 1"' zu schreiben 
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ji + 5 + 4 7 
Ein Plnral Ui uur von BegHffswOrt«ni mCglieli. Wenn 
man also von ,.,K)nheiteii** spiiclit, so kann man dies Wort 
uiclit gleichbedeutend mit dem Eigennamen „Eins** gebranehen, 

sondern als BegritTswort AVenn „Einbeit** ,,zu zählender 
Gegenstand** beileutet, so kann mau niclit Zahl als Einheiten 
ilefiniren. Wenn man unter ..Einheit * einen Begriff versteht, 
iler die Eins und nur die.^e unter sich fasst, so hat ein Plural 
keinen Sinn, mu\ es ist wieder anmögUch. mit Leibniz 
Zahl als Einheiten oder als 1 und 1 und 1 zu detiniren. 
Wenn man das .,uud'' so gebraucht wie in ,,Bunäen und 
Kiichhof.'* so ist 1 und 1 und 1 nicht :i, sondern 1, sowie 
Gold und Gold und Gold nie etwas anderes uU Gold ist. 
Das Plaszeicben in 

1+1+1=3 
mnss also anders als das ..und" aufgi^fasst werden, das eine 
Sammlung, eine „collective Idee" bezeichnen hilft. 

§ 39. Wir stehen demnarh vor folgender Schwierigkdt: 

Wenn wir die Zahl durch Znsammenfiissung von ver- 
schiedenen Gegenständen entstehen lassen wollen, so erhalten 
wir eine Anhäufung, in der die Gegenstände mit eben den 
Eigenschaften enthalten sind, duitsh die sie sich unterscbeideii, 
nnd das ist nicht die Zahl. Wenn wir die Zahl andrerseits 
dttti^h Zusammenfassung von Gleichem bilden wollen, so 
fliesst dies immeri'ori in eins zusammen, und wir kommen 
nie zu einer Mehrheit. 

Wenn wir mit 1 jeden der zu zählenden Gegenstande 
bezeichnen, so ist das ein Fehler, weil Verschiedenes dasselbe 
Zei»'lien e)ltalt. Versehen wir die 1 mit unterscheidenden 
Strichen, so wird sie für die Arithmetik nnbrauchbar. 

Das Wort Einheit** ist vortrefflich geeignet, diese 
Schwierigkeit zu verhüllen; und das ist der — wenn auch 
uubewusste — Grund, warum man es den Wörtern ,^Gegen- 
stand'' und ..Ding'* vorzieht. Man nennt zunächst die zu . 
zäblfrnden Dmge Einheiten, wobei die Versebiedenlieit ihr 
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Recht. erhält; dann geht die Znnammenfassang, Samminng, 
Vereinignng, Uinsnittgangt oder wie man e« sonst nennen 
will, in den Begriff der arithmetischen Addition Aber und 
i\M BegrilTswoit „Einheit'* ven^andelt sieh unveiineriKt in 
den Eigennamen „ßina^*. Damit hat man dann die Gleiehheil. 
Wenn ich an den Bnchatahen u em m and daran ein d Iftgo, 
8ü sieht Jeder leicht ein, dass das nicht die Zahl 8 ist. \ 
Wenn ich aher ii, n nnd d anter den Begriff »»Eanheif* ' 
' l)iinge und nun f&r ^.n nnd n imd d" sage ..eine Einheit ; 
und eine KinUeit niul iiucb eine Kinheit** oder „l und 1 nnd \ 
1*', so glaubt man leicht Hainit di« 3 zu haben. Die 
ISch^vierigkeit wiixl durch das Wort .,Kinbmt" so gut ver- 
^tt i kt, dass gewiss nur wenige Menschen eine Ahnang von 
ihr haben. 

Hier konnte Mill mit Recht tadelnd von einem kunst- j 
fertigen Handhaben der Sprache reden ; denn hier ist es 
nicht die äussere Erscheinung eines Denkvorganges, sondern | 
es spiegelt einen solchen nur vor. Hier hat man in der j 
That den Eindruck, als ob den von Gedanken leeren Warten J 
eine gewisse geheimnissvoUe Kraft beigelegt werde, wem 
Verschiedenes hlos dadaiWi. dass man es Einheit nennt, h 
gleich werden soll |j 

3 

Versuche, die Schwierigkeit ssn ttberwinden. j| 

4M. Wir betrachten nun einige AusfUhrungen, die 
üicb als Versuche zur Ueberwindung dieser Schwieriglseit 
darstellen, wenn sie auch wohl nicht immer mit klarnn Be- 
wnsstsein in dieser Absicht gemacht sind« 

Man kann xnnilchst eine Eigenschaft des Baumes nnd 
der Zeit au Milte nifeu. Ein Ranmpunkt ist nämlich vott 
einem amiein, ehie Gerade oder Ebene von einer andera» 
cHiugiiiente Kßrper, Flüchen* oder Liiiienstücke von rinaider» 
iXmr sich allein betrachtet, gar nicht zn unterscheiden, sondern 
nur in ihrem Zusammensein als Bestandtheile ein«* Gesamnto 
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anscHauuiig. So scheint sich liier Gleiclilieit iiilt rntcischeid* 
baikeit zu vereine». Aehulidie.-* gilt vuii der Zeit. Daher 
meint wohl Hohbes.*) dass die Gleichln'it der Kinheiten 
an It rs als diircli Tlu iluiig des Coiitinuums eulstehe, küuue 
kaum gedacht werden. Tliomae**) sagt: „Stellt man eine 
Meng«', von Individuen oder Einheiten im Kaume vor und 
zählt man sie snccessive. wozu Zeit erfoiderlich ist. so bleibt 
bei aller Absti actiou als unterscheidendes Merkmal der Ein- 
lieiteo noeh ihre verschiedene Stellung im Baume und ilire 
verschiedene Aufeinanderfolge in der Zeit übiig.'* 

Zuiiactist erhebt sich das Bedenken geilen eine solche 
Auffassungsweise, tbit^s dann das Zftlilbare anf das HiUimliclie 
und -Zeitliclie beschränkt wilre. Schon Leibniz***) weist 
die Meinung der^Scholastiker zurftckr die Zahl entstehe ans 
der blossen Theilung des Continnnnis und kdnne nicht anf 
nnkdrperliche Dinge angewandt weisen. Baum an n f) 
betont die Unabhilngigkeit von Zahl nnd Zeit. Der Begrilf 
der Einheit sei auch ohne die Zeit denkbar. St. Jevonsff) 
sagt ; ,.Drei Münzen sind drei MUnzen. ob wir sie nun nach 
einander zählen oder sie alle zugleich betrachten. Ju vielen 
Fällen ist wnnler Zeit noch J\;iii!n der Grand des Unterschiedes, 
sondern all<4n Qualität. Wir komien Gewicht, Trägheit 
und Härte des Goldes als drei Kigenschaften aufifassen, ob- 
gleich keine von die.sen vor noch nach der andern ist weder 
im Kaum norli in der Zeit .Jedes Mittel der Unterscheidung 
kann eine Quelle der Vielheit .«sein.*' Ich füge hinzu: wenn 
die gezählten Gegenstände nicht wirklich auf einander 
folgen, sondern nur nach einander gezählt weiHlen, so kann 
die Zeit nicht der Grund der Unterscheidung sein. Denn, 
um sie nach einander zählen zn können, mftssen wir schon 

- — • 
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unterscheidende Kennzeichen haben. Die Zeit ist nur ein 

psychologisches Erfoiderniss zum Zählen» hat aber mit dem 
Begrifle der Z;tlil nichts zn thnn. Wenn mau nnranmliche 
und unzeith'che Gegell^^t;♦n(le duich Kaum oder Zeitpunkte 
vertreten läsift. so kann dies vielleicht tilr die Ausführung 
der Zählung voi tlieilhaft sein; grundsätzlich wird aber dabei 
die Anwendbarkeit (ks Zaklbegiiß'eä auf Unräumliches und 
Unzeitliches vorausgesetzt. 

§ 41. Wii-d denn aber der Zweck der Vereinigung 
von Unterscheidbarkeit und Gleichheit wirklich erreicht, wenn 
wir von allen untei-scheidenden Kennzeichen ausser den 
räumUcben und zeitlichen absehen? Nein! Wir sind der 
Lösung niebt nm £iuen Schritt naher gekommen. Die gr&ssere 
odei* geringere Aebnlichkeit der Gegenstände tbat nichts 
acur Sache, wenn sie do(]i zuletzt aus einander gehalten 
werden mUsseii. Ich darf die einzelnen Punkte, Linien n. s. f. 
hier ebenso wenig alle mit l bezeichuen, als ich sie bei 
geometrischen Betrachtnngen ^iämmtlich A nennen darf; denn 
hier wie dort ist es nothig, i^ie zu unterscheiden. Nur för 
sich, ohne Rttcksicht auf ilire räumlichen Beziehungen sind 
die Baumpunkte einander gleich. Soll ich sie aber zusammen- 
fasseUi so muss ich sie in ihrem räumlichen Zusammensein 
betrachten, sonst schmelzen sie unrettbar in Einem zusammen. 
Punkte stellen in ihrer Gesammtheit vielleicht irgendeine 
steiTibildartige Figur vor oder sind irgendwie auf einer Ge- 
raden angeordnet, gleiche Strecken bilden vielleicht mit den 
Endimnkteu zusammenstossend eine einzige Strecke oder 
liegen getrennt von einander. Die so entstehenden Gebilde 
können VxXr dieselbe Zahl ganz verscliif len sein. So würden 
wir auch hier verscliiedene Fünfen, Seciiseu n. s. w. liaben. 
Die Zeitpunkte siud diu ch kurze oder lauge, gleiche oder 
nnf^leiche Zwischenzeiten getrennt. Alles dies sind Ver- 
hältnisse, die mit der Zahl an sich gar nichts zu thun haben. 
Ueberau mischt sich etwas Besonderes ein, worüber die 
Zahl in ihrei* Allgemeinheit weit erhaben ist. Sogar ein 
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SO brauche ich nicht gleich die Kennzeichen « inzeln anzu- 
geben, an denen man jeden von ilmen von jed^ m nnter- 
M'heideü kann. JJieüe Kennzeichen mi'j^.'^en vorhanden »ein, 
wenn sie wirklidi drei Männer lurd nicht ein und der^elhe 
sind, und indem ich von ihnen als von vielen rede, behaupte 
ich damit zugleich das Vorhandensein der erforderlichen 
Unterschiede. Uubenannte Zahl ist aUo die leere Form 
der Verschiedeiilieit." 

AVie ist das zu verstehn ? Man kann entweder vun den 
unterscheidenden Eigenschaften der Dinge absirahiren, bevor 
man ide zu einem Ganzen vereinigt ; oder man kann erst 
ein Gamses bilden und dann von der Art der Unterschiede 
abstrahiren. Auf dem eraten Wege M'iirden wir gar nicht 
zur (Jnterscheidnng der Dinge kommen und also auch das 
Vorhandensein der Untei^schiede nicht festhalten können; 
den zweiten Weg seheint Je von« ssn meinen. Aber ich 
glanlte nicht, daKS wir so die Zahl loooo gewinnen wurden, 
weil wir nicht im Stande sind, so viele l'nterschiede gleich- 
zeitig anlzutassen ujid ihi- Vorhanden^jcin lestzuhalteu ; denn, 
wenn es nach einander gej^chahe. so AViirde die Zahl nie 
fertig wt-rden. AVir zahlen zwar in der Zeit ; aber dadurch 
gewinnen wir nicht djp Zahl, sundern l)e.stinimen sie nur. 
Uebrigcns ist die Angabe der Weise de» Abstrahüens keine 
Definition. 

Was soll man sieli unter der „leeren ij'orm der Ver- 
schiedenheit** denken 'if etwa einen 8ats: wie 

,,a ist verschieden von b**, 
wobei a und b unltestimmt bleiben? Wäre dieser Sats 
etwa die Zahl 2 ? Ist der Sata 

y,die Erde hat zwei Pole'* 
glek'hbedetitettd mit 

„der Nordpol ist vom SfidiHil verschieden" ? 
Offenbar nicht. Der zweite Satz könnte ohne den ersten 
nnd dieser ohne jenen bestehen. FDr ilie Zahl 1000 würden 
wii* dann 
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1000 . 999 

solche Sätze haben, die eine Vereehieilenheit ansdrllckea. 

Was Jevons sagt, passt insbesondere gar nklit a«f 
die 0 nnd die 1. AVoTon soH man eigentlich abetndilmi 
nm z. B. vom Monde auf die Zahl 1 an kommen ? Durch 

Abi^lrahiren erhält man wohl die Begriff«: Begleiter der 
Knie, Begleiler eines Planeten, HiniineJs^körper ohne eignes 
Lullt, Hiiiiiiielskörper, Körper, Gegenstand; aber die 1 ist 
in «iif^^fi {\pjl»e nicht anzutiettVii ; (Wun sie ist kein Bep^riff, 
unter den der Mond fallen könule. Bei der 0 bat man gar 
niclil oiiHual eim-n licgenstaud, von dem hei der Abstraction 
auszugehen wnie. Mau wende nicht ein, dass 0 und 1 nicht 
Zahlen in (lemselbeu .Sinne i^eien wie 2 und 3 ! Die Zahl, 
antwortet anf die Frage wieviel ? und wenn man z. B. fragt: 
wieviel Monde hat dieser Planet ? so kann man sich ebenso 
gnt auf die Antwort 0 oder 1 wie $ oder 3 gefasst machen, 
ohne dass der Sinn der Frage ein andrer wird. Zwar hat 
die Zahl 0 etwas Besonderes und ebenso die 1, aber daa 
gilt im Grumle von jeder ganzen Zahl ; nur fallt es bei den 
grdsi«emi Immer wemtger in die Augen. Es ist dorchans 
willkfihrlich, hier einen Artnnterschied zn machen. Was 
nicht auf 0 oder 1 iiasst, kann lllr den Begrilf der ZaU 
nicht wesentlich sein. 

Ijidlich wiifl durch die Annahme dieser Entstehun^rs- 
weise der Zalil die Schwierigkeit gar nicht gehoben, auf 
die wir bei der Betrachtung der Bezeichnung 

t'iir 5 ge.stos^en bind. Diese iJchreibiing steht gut im Ein- 
klänge m\\ den», was Jevons über die zahlenhildende Ab- 
straction KHgt : die oheni Striche deuten nämhch an, dass 
eine Vei-schiedenheit da ist, ohne jedoch ihre Art anzugeben. 
Aber das blosse Bestehen der Verschiedenheit genfigt schon, 
wie wir genehen haben, um bei der Jevona*8chen Anf* 
fassaug verschiedene Kinseu, Zweien, Dreien hervombringent 
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was mit dem Bestände der Arithmetik durcliatis ttnver- 
Irftglieh ist. 

Lösung der Schwierigkeit 

§ 45. Ueberblickeii wir DUtt das bisher Ton uus Fest- 
gestellte lind die noch niibe»utwortet gebliebeneu Prägen! 

Die Zahl ist nicht in der Weise wie Farbe, Gewicht, 
Hftrt« von den Dingen abstrabirt, ist nicht in dem Sinne 
wie diese Eigenschaft der Dinge. i*:8 blieb noch die Frage, 
Ton wem dnrch eine Zahlangabe etwas ausgesagt werde. 

Die Zahl ist nichts FhysikalischeSi aber auch nichts 
SnbjecÜTes, keine Vorstellung. 

Die Zahl entsteht nicht dnrch Iltnstttüguiig von Ding 
zn Ding. Auch die Namengebnng nach jeder Rinznfügung 
ändert darin nichts. 

Die Ausdriickc „Vielheit," „Menge," „Mehrheit" sind 
wegen ihrer Unbestiuimtheit ungeeignet, zur Erklärung der 
Zahl z>i dienen. 

In Rezujr auf Eins und Eiiilif it blieb die Fra^e, wie 
die Wiilkithr der Auffassung zu beschränken sei, die jeden 
IJnterPchied zwischen Einem und Vielen zu verwischen schien. 

Die Abgegreuztlieit, die Ungetheiltheit, die ünzeileg- 
barkeit sind keine brauchbaren Merkmale fdr das, was wir 
durch das Wort „Kin" ausdrücken. 

Wenn man die zu zählenden Dinge Einheiten nennt, 
so ist die unbedingte Behauptung, dass die Einheiten gleich 
seien, falsch. Dass sie in gewisser Hinsicht gleich sind, 
ist swar richtig aber werlhlos. Die Versdiiedenheit der 
an aahlenden Dinge ist sogar nothwendig, wenn die Zahl 
gi-Ssser als 1 werden aolL 

So schien es, dass wir den £inhdten swei wider- 
s|*i-ecbende Eigenschaften beilegen mftssten: die Gleichheit 
nud die Unterseheldbairkeit 

Es ist ehi Uatersdiied zwischen Eins und Einheit zn 
machen. Das Wort „Ems** ist als Eigenname eines Oegen- 



Digitized by Google 



B9 



.<)tandi?s der mathematischen Forschtiniif eines Plurals unfähig. 
Es ist also sinnlos, Zahlen durch Zosaininenfasseii tob 
fiinsen entstehen zn lassen. Da» Pltufsteichen in 1 Ist 
kann nicht eine solche Zusammenfassung bedetttm. 

§ 4A. Um Licht in die Saehe xn bringen» wird es 
gnt sein, die Zahl im Zasammenhange eines UrUieils in 
betrachten, wo ihre orKprAngltche Anweudungswebe hervvr- 
Irltt. Wenn ich in Ansehung derselben ftnssem Erschdnmig 
mit derselben AVahrbeit sagen kann: „dies ist eine Banm- 
gnippe'* nnd „dies sind fllnf Binme" oder „hier sind vier 
Compaguien*' nnd „liier sind 500 Mann," so ändert sich 
dabei weder das Einzelne noch das Ganze, das Aggregat, 
fiondern meine Benennung. Das ist aber nnr das Zeieliea 
der Ersetzung eines Begriltes durch einen andern. Damit 
wild uns als Antwort auf die er^tc Fiap^e dos vorigen Para- 
gia])lien nahe gelegt, dass die Zahlaiigalie Hiiie Aussage von 
einem Begriffe entliHlte. Am deutlichsten ist dies vielleicht 
bei der Zahl 0. Wenn ich sape : die Venus hat 0 Monde", 
so ist gar kein Mund oder Ag^^irgat vcn Monden da. von 
dem etwas ausgesagt werdt n kuiinle ; aber dem Begriffe 
..Vemismond'* wird dadurch eine Eigensdiaft beigt^legt, 
nämlich die, nichts unter sich zu befassen. AN'enu ich sage: 
„der AVagen des Kaisers wird von vier Pferden gezogen,'* 
so lege ich die Zahl vier dem Bogriffe „Pfenl, das den 
Wagen des Kaisers zieht,'* bei 

Man mag einwenden, dass ein Begriif wie z. B. „An- 
gehöriger des deutschen Reiches/* obwohl seine Merkmale 
nnmftndert bleiben, eine von Jalir zn Jahr wechsetaide 
Kigensdialt haben wfliile, wenn die Zahlangabe eine solche 
von ihm aussagte. Man kann dagegen geltend machent dass 
auch Gegenstände ihi^e Eigenschaften Andern, was nicht 
verhindere, sie als dieselben anznerkennen. Hier l&sst sieh 
aber der Grund noch genauer angeben. Der Begiiff „Ange* 
höriger des deutschen Reiches" enthiUt nämlich die Zelt ilt 
verftttderlichen Bestandtheil, odei-, nm mich mathematiscli 
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aQszndrttcken» ist eine Fonctloii der Zeit Fflr ist ein 
Angelieriger des deutschen Reiches" kann man sagen: 
„a gehört dem deutschen Reiche an** und dies besieht sich 
auf den gerade gegenwärtigen Zeitpunkt Sc ist also in 
dem Begriffe selbst schon etwas iHiessendes. Dagegeo 
kommt dem Begriffe ,.Angehönger des deutschen Rekhes 
EU Jahresanfang 1883 berliner Zeit" in alle Ewigkeit dieselbe 
Zahl zu. 

§ 47. Dass eine Zahlaiigabe etwas That sachliches von 
unserer Auffasjsung Unabhängiges anxlmekt, kann nur den 
Wunder iiehnuM!. welcher den I>e^nit] tlii etwas Subjectives 
gleich der Vorstellung hält. Aber (liei»e Ansicht ist falsch. 
Wenn wir z. 13. den Begriff des Körper« dem des Schweren 
oder den des Wallfisches dem des Säugethiers nnteiordnen, 
so behaupten wir damit etwas Objectives. Wenn nun die 
Begriffe sulijectiv wären, so wäre auch die Unterordnung 
des einen unter den andeni als Beziehung zwischen ihnen 
etwas Subjectives wie eine Beziehung zwischen Vorstellungen. 
Freilich auf den ersten Bück seheint der Sata 

„alle Walltische sind bäugetbiere" 

?on Tbieren, nicht von Begriffen zu handeln ; aber, wenn 
man fragt, von welchem Tbiei'e denn die Rede sei, so kann 
man kein einziges aufweisen. Gesetzt^ es liege ein Wallfisch 
vor, so behauptet doch von diesem unser Satz nichts. Man 
kGnnte aus ibm nicht scbliessen, das vorliegende Thier sei 
ein Singethier, ohne den Satz lünzuzunehmen, dass es ein 
Wallfisch isty wovon unser Satz nichts enthält. Ueberhaupt 
ist es unmdglicli, von einem Gegenstände zu sprechen, ohne 
ihn irgendwie zu bezeichnen oder zu benennen. Das Wort 
„Wallüsch'' benennt aber kein Einzelwesen. Wenn man 
erwidert, allerdings sei nicht von einem einzehien, bestimmten 
Gegenstände die Rede, wohl aber von einem unbestimmten, 
so meine ich, dass „unbestimmter Gegenstand'* nur du andrer 
Ausdruck tUr „Begrifft' ist, und zwar ein schlechter, wider- 
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spruchsvoller. Mag imnierhln unser Satz nur durch Be- 

obttclitung nn einzelnen Tiiiei-en gereditfertigt ;\'erdeB kdanett, j 

dies beweist uicbU fQr sein<rn Inhalt. Für die Frage, wovon 

er handelt, int es gleichgiltig, ob er wahr ist odw nlehty 

jüdei' aas welchen Urflnden wir ihn für wahr halten. Wenn 

nun der Begi-Iff etwas OlyectiTes ist, so kann aneh elnn 

Aussage von ihn etwas Thatslehliehes enthalten. 

§ 48. Der Sebehi. der voriiin bei einigen Beispielen 

entstand, dass demselben verschiedene Zahlen tnkftmen, 

eiklArt sich daraus, dass dabei Uegenstflnde al» Träj^er der 
Zahl augt iioiiimen wunleu. Subiilii wir den wahren Träger, 
den Regiitf. in seine Hechte eiiii>eCzen, zeigen sich die Zahlen 
so ausscliliessend wie in ihrem Bereiche die Farben. 

Wir Riehen nun auch, wie mau dazu kommt, die Zahl 
durch Abstraction von den Dingen gewinnen zu wollen. 
Was mni) fladm ch erhillt, ist der Begriff, an dem man dann 
die Zahl entdeckt. 80 geht die Abstraction in der That 
(ift dur Bildung eines Zahlailheils vorher« Die Verwechselung 
ist dieselbe, wie wenn man sagen wollte: der Begiiff der 
Fenergefahrlichkeit wiitl erhalten, indem man ein Wohnhans 
aus Facliwerk mit einem Bi«ttergiebel und Strohdach liant, 
dessen Schomsteme undicht sbid* 

Die sammelnde Kraft des Begriffes Obtnirillt weit die 
vereinigende der synthetischen Apperception. Durch diese 
wäre es nicht müglich, die Angehörigen des deutschen Reiches 
zu einem Uanzen zu verbinden; wohl aber kann mau sie 
unter diiu Begriff „Angehöriger deü deutschen Reiches" 
bringen und zahlen. 

Nun wird auch die grosse Anwendbarkeit der Zahl 
erklärlich. Es ist in der That räthselhaft, wie dasselbe von 
Hussei n und zugleich von Innern Erscheinungen, von Räum- 
lichem und Zeitlichem und von Raum« und Zeitlosem aus- 
gesagt werden könne. Dies findet nun in der Zahlangabe 
auch gar nicht statt. 2(ur den BegriiTett, unter, die daa 
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AenMere und Inneiv^ das Räumliche und Zeitliche, das 
Raum* und Zeitlose gebracht ist^ weiden Zahlen beigelegt, 

§ 49. Wir ftuden füi* unsere Ansicht eine Bestätigung 
bei Splnox«, der sagf^): ,,Ich antworte, dass ein Ding 
blos rilcksicbtUch iseiner Existenz, niebt aber seiner Essens 
eines oder einxip genannt wii'd ; denn mrir stellen die Ding« 
unter Zahlen nur vor, nachdem sie auf ein gemeinsames 
Maass gebrarht sind. Wer x. R ein Sesters nnd einen 
Inipeiiai in der Hand bllt^ wird an die Zweizahl nicht 
denken, wenn er niebt dieses Sestei-x und diesen Imperial 
mit einem und dem nftmlicben Namen, nftmHcb GeMstftfk 
oder M&nze belegen kann dann kann er bejahen, dass er 
zwei Geldstücke oder Münzen habe; weil er nicht nur das 
Sesteiz. sondeiu auch dcu Imperial mit deu Namen Münze 
lezeiehnet." Wenn er furtfahrt : „Hieraus ist klar, dass 
ein Ding eins oder einzig genannt wird, nur nacUdem ein 
au<lri es Ding ist vürgt >tt llt worden, das (wie gesagt) mit 
ihm übereinkommt,** und wenn er nieiat, dass tmm nicht im 
eigentlichen Sinne Gott einen oder einzig neimeii könne, 
weil wir von seiner Essenz keinen abstracten Begi'iÖ" bilden 
konnten, so irrt er in ik-r Meinung, der Begriff könne nur 
unmittelbar durch Abstraction von mehren Gegenständen 
gewonnen werden. Vielmehr kann mau auch von den Merk- 
malen ans zu dem Begriffe gelangen ; und dann ist es möglich, 
das kein Ding unter ihn fällt- Wenn dies nicht vorkäme, 
wfkrde man nie die Existenz vemeinen können, und damit 
verlöre auch die Bejahung der Existenz ihren Inhalt. 

I 60. E. Schröder**) bebt hervor, dass, wenn von 
Ränilgkeit eines Dinges solle gesprochen werden kennen« 
der Name dieses Dinges 8t«ts ein Gattungsname, ein all- 
meines Begriffswort (notio communis) sein mttsse: „Sobabl 
man nftmlich einen Oegenstand vollständig — mit allen 



*) BaiBMaa a. a. 0. B4. 1, S. l$k 

**)A. «.o. aa. 
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seineu Eigenschaften und Beziehungen — in's Auge fasst, 
90 winl (ler.selbe eiuzig in der Welt dastehen und seiues 
gleiclit ii iiiclit weiter haben. Der Name des (i egenstandefi 
wird alsd.iun den Charakter eines Eigennamens (noint>ii 
prnjnium) tragen und kann der Gegenstand nicht als ein 
wiederholt vorkommender gedacht werden. Dieses gilt aber 
nicht allein von concreten Gegenstilnden, es gilt überhaupt 
von jedem Dinge, mag dessen Vorstellung auch durch Ab- 
Ktrar tionen zu Stande kommen, woff^rn nur diese Vorstellan^ 
Mfdche Elemente in sich schliesst, welche genttgeu, das be- 
treffende Ding zu einem völlig bestimmten zu machen 

Das letztere*' (Object der Zililonn; zq wenlen) ^«wird bei einen 
Dinge erst insofern mugUch« als man von eiiügen ihm dgen* 
tbflmliehen Merkmalen und Beziehnngen, dnreli die es 
von allen andei-n Dingen nnteracfaeidety dab» absielil oder 
abstrabirt» wodurch dann «st der Name dea Dinget zu 
«•inem auf mehi-e Dinge anwendbaren BegrilTe irM/* 

§ 51. Das Wahre in dieser AnsIDilirung Ist in so 
.schiefe und iireffthrende Ausdrücke gekleidet, dass eine Bnl- 
wirrung und Sichtung ^^eboten ist. Zunächst ist es unpassend, 
ein allgemeines BegrillbworL Naüien eine.s Dinges zu nennen. 
J>a<linch entsteht der Schein, als ob die Zahl Eigenschaft 
eines Dinges wilre. Ein allgemeines liegrifiswort bczeichnft 
eben einen Begritf. Nur mit dem beistimmten Artikel oder 
einen\ D» monstrativiironomen gilt es als Eigenname eines 
Dinges, hürt aber damit auf, als Begritiswort zu gelten. Der 
XAUkü eines Dinges ist ein Eigenname. Ein Gegenstand 
kommt nicht wiederholt vor, souderu mehre Gegenstände 
lallen unter einen BegiiD'. Dass ein ßegi iff nicht nur durch 
Abstraction von den Dingen erhalten wird, die unter ihn 
fallen, ist schon Spinoza gegenüber bemerkt« Hier Age 
ich hinzu, dass ein Begriif dadurch nicht aufhört, Begrif 
zu sein, dass nur em einziges Ding unter ihn AUt» welches 
demnach völlig dnrvh ihn bestimmt ist. Einem solchen B«* 
grille (a* fi. Begleiter der Erde; kommt eben die Zahl 1 zu, 



die in demselbeii Sinne Zahl ist wie 3 und 8. Bei eiDem 
Begi-iffe fingt i*s sich immer, oU etwas und was etwa unti'r 
ihn falle. Bei einem Eigennamen sind solche Fragen sinnlos. 
Man datf sich nidit dadurch tauschen lassen, dass die 
Sprache einen Eigennamen, s. B. Mond, als Begriirswurt 
verwendet und umgekehrt; der lTntei*scbied bleibt trotzdem 
bestehen. Sobald ein Wuit mit dem unbestimmten Artikel 
oder im Plural ohne Artikel gt bmncht wiitl« ist es Be- 
giiliswort. 

§ 52. Kine weitere Bestätigung für die Ausiclit, dass 
dit' Beg!ilVen beigelegt wird, kann in dem denfschen 

Spnu hgebranche gefundeu werden, dass man zelm Mann, 
vier Mark, drei Fass sagt. Der Singular mag liier andeuten, 
dass iler BegriÜ" gemeint ist. iiidit das Dinfr. Der Voi-zo«f 
dieser Ansdruck.sweise tritt besondei s bei der Zahl ü hervor. 
Sonst freilicli legt die Sprache den Gegenständen, nicht dem 
Begi'ifte Zahl bei: man sagt „Zahl der Ballen/* wie man 
„Oewit'ht der Ikllen'* ^uigt. So spricht man scheinbai* von 
tiegenstünden, während man in AV^1llrheit von einem Begrifte 
etwas aussagen wüt. Diesei* Spraehgebraudi ist verwiirend. 
Der Ausdi*uck „vier edle Rosse** ei*weekt den Schein, als 
ob „vler*^ den Begriff „edles Boss" ebenso wie ,,edel" den 
Begriff „Boss** nShei* bestimme. Jedoch ist nui* ,>del*' 
ein solches Merkmal; durch das Wort „viei*'* sagen wir 
etwas von einem Begriffe ans« 

§ 53. Unter Eigenschaften, die von einem Begriffe 
ausgesagt werden, verstehe ich natOrlieh nicht die Merkmale, 
die den Biiiiift znsaninieusetzen. Diese sind Eigenschaften 
der Dinge, die unter den lie^riii fallen, nicht des BegriÖes. 
So ist „rechtwinklig" nicht eine Eigenschaft des Begriffes 
.»rechtwinkliofes Dreieck" ; aber der Satz, dass es kein recht- 
winkliges, geradliniges, gleic liseitiges Dreieck gebe, spricht 
eine Eigenschaft des Begntles recht winkliges, geradliniges, 
gleichseitiges Dreieck*' aus; Uie.stm wird die Kulizahl bei- 
gelegt 
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In dieser Bezielumg hat die Existenz Aehnlichkeit rait 
der Zahl. Es ist ja Bejahung der Existenz nichts Anderes 
als Yerneinuug der NuUzabl. Weil Existenz Eigenschaft 
des Begriffes ist, erreicht der ontologische Beweis von der 
Existenz Gottes sein Ziel nicht. Ebensowenig wie die 
£xistenz ist aber die Einzigkeit Merkmal des Begriffes 
„Gott*^ Die Einzigkeit kann nicht zur Definition dieses 
Begriffes gebraucht werden, wie man anch ^e Festigkat^ 
Geränmigkdty "Wohnlicbkeit eines Haoses nicht mit Steinen, 
Murtel und Balken zof ammen bei seinem Bane Terwenden 
kann. Man darf Jedoch daraus, dass etwas Eigenschaft 
eines Begriffes ist, nicht allgemein schliessen, dass es ans 
dem Begriffe, d. h. ans dessen Merkmalen nicht gefolgert 
werden könne. Unter Umständen ist dies müglicli, wie man 
aus der Alt der Bausteine zuweilen einen Schluss auf die 
Dauerhaftigkeit eines Gebäudes machen kann. Daher wäre 
es zuviel behauptet, dass niemals aus den Merkmalen eines 
Begrilfes auf die Kinzigkeit oder Existenz gesclilosseu werden 
künne ; nur kann dies nie so unmittelbar oreschehen. wie man 
das Merkmal eines Begriffes eiuem unter ihn fallenden 
Gegenstaude als Eigenschaft beilegt. 

Es wäre auch falsch zu leugnen, dass Existenz und 
Einzigkeit jemals Merkmale von Begriffen sein könnten. Sie 
sind nur nicht Merkmale der Begriffe, denen man sie der 
Sprache folgend znschreiben mliehte. Wenn man z. B. alle 
Begriffe, unter welche nur Ein Gegenstand ÜM, unter einen 
Begriff sammelt, so ist die Einzigkeit Merkmal dieses Be- 
griffes. Unter ihn wfii-de z. B. der Begriff „Erdmond,^* 
aber nicht der sogenannte Himmelskörper fallen. So kann 
man einen Begriff unter einen hohem, so zn s^agen einen 
Begriff zweiter Ordnung fallen lassen. Dies Yerhältniss ist 
aber nicht mit dem der Unteiordnung zu verwechseln. 

§ 54. Jetzt wird es möglich sein, ilie Einheit befrie- 
digend zu erklären. K. Schröder sagt auf S. 7 seines 
geuauuteu Lehrbuches: „Jeuer Gattungsname oder Begriff 
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wird die BenemiiiDg der auf die angegebene Weise gebildeten 
Zabl gouuint und maclit das Wesen ihrer Einlieit ans.'' 

In der That^ wftre es nicbt am passendsten, einen 
Begriff Einheit su nennen in Bezug auf die Ansah], welehe 
ihm ankommt? Wir kOanen dann den Am»sagen ftber die 
Einheit, dass sie von der Umgebung abgesondert und nn- 
theilbar sei, einen Sinn abgewinnen. Denn der Begriff, dem 
die Zahl beigelegt wird, grenzt im Ällgemeiuen das unter 
ihn Fallelide in bestimmter Weise ab. Der Begriff Buch- 
stabe des Wortes Zabl" grenzt daü / gt'g"en das a, dieses 
gegen das Ii u. s. w. ab. Der Begiili „8ilbe des Wortes 
Zahl*' bebt das AVort als ein üauzt*s und in dem Sinne 
Untlieilbares lieiaiis, dass die Tbeile nicht mehr unter den 
Begriff „Silbe des Wortes Zahl" fallen. Nicbt alle Begiifte 
^iud so beschaffen. AVir konneu z. B. das unt( i den Begriff 
des Kutben Falleude in inaningl'at her Weise zertUeilen, ohne 
dass die Theile authuren, unter ihu zu fallen. Einem solchen 
Begiiffe kommt keine eudliche Zahl zu. Der Satz von der 
AbgegrenzUieit und Uutheilbarkeit der £inheit lässt »ich 
demnach so aussprechen: 

Einheit in Bezug auf eiue endliche Anzahl kann nur 
ein solcher Begriff sein, der das unter ihn Fallende bestimmt 
abgrenzt und keine beliebige Zertheiluug geittattet. 

Man sieht aber, dass Untheilbarkeit hier eine be8ondere 
Bedeutung hat 

Knu beantworten wir leicht die Frage, wie die Gleichheit 
mit der Unterscheidbarkeit der Einhcaten zu versöhnen set 
Das Woit „Einheit*' Ist hitr in doppeltem Sinne gebraucht. 
Gleich &ind die Einheiten in der oben erklirten Bedeutung 
dieses Worts. In dem Satze: Jupiter hat yier Monde*^ 
ist die Einheit „ J upitensmond*'. Unter diesen Begriff fällt 
sowohl I als auch II, als auch III, als auch IV. Daher 
kann man .sagen: die Kinheit, auf die I bezogen wird, ist 
gleicli der Einheit, auf die II bezogen wird u. s. f. Du 
hbben wii' die ülticbbciu Wenn mau aber die Luttrscheid- 
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barkeit der Einbelten behauptet, so versteht man darunter 
^e der geacählteii Dio^ 

IV* Der Beariir der Anzahl 
Jede einzelne Zahl ist ein selbständiger Gegenstand. 

§ 66. Nachdem wfar erkannt haben» das« die Zahlan- 
gabe eine Aussage von einen Begriffe enthilti können wir 
versuchen, die leibnizischen Definitionen der dnaelnen Zahlen 
durch die der 0 und der 1 zu ergänzen. 

Es liegt nahe zu erklären: einem Begriffe kommt die 
Zahl 0 zu, wenn kein Gegenstand nnter ihn fällt. Aber 
hier scheint an die Stelle der 0 das gleichbedeutende ,,kein'' 
getreteu zu sein; deshalb ist folgender Wortlaut vorzuziehen: 
»"inem Begiiffe konmit die Zahl 0 zu, wenn allgemein, was 
auch a sei, der Satz gilt, dass a nicht unter diesen Begriff 
falle. 

In älinlicher Weise könnte man sagen : einem Begriffe 
F kommt die Zahl 1 zu, wenn nicht allgemein, was auch 
a sei, der Satz gilt, dass a nicht unter F iaUe, und wenn 
aus den Sätzen 

„a fällt unter F" und „b fällt unter F** 
altgemein folgt, dass a und b dasselbe sind* 

Es bleibt noch übrige den Ueb^gang von einer Zahl 
zur nächstfolgenden allgemein zu erklären. Wir yersnehea 
folgenden Wortlaut: dem Begriffe F kommt die Zahl(n+1) 
zu, wenn es einen Gegenstand a giebt, der unter F Allt 
und so beschaffen ist^ dass dem Begriffe „unter F fallend» 
aber nicht a" die Zahl n zukommt 

§ 56. Diese Erklärungen bieten sich nach unsem bis- 
herigen Ei-gebnissen so ungezwungen dar, dass es einer 
Darlegung bedarf, warum sie uns niclit genügen kOnnen. 

Am ehesten wird die letzte Dehnitiun Bedenken er- 
regen i denn genau geuoumen ist uns der Sinn des Ausdruckes 

6» 
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,,dem Begriffe G- kommt die Zahl n zu'* ebenso unbekannt 
wie der des Ausdruckes „dem Begriffe F küiiuiit die Zahl 
(n 1) zu/' Zwar können wir mittels dieser und der vor- 
letzten Erklärung sagen, was es bedeute 

,,dem Begriffe F kouiint die Zahl 1 -f l zu," 
und dann, indem wir dies Lenutzeji, den Sinn des Ausdruckes 

„dem Begriffe F kommt die Zahl I + 1 -f 1 zu" 
angeben u. s. w. ; aber wir können — um ein krasses Beispiel 
zu geben — durch unsere Definitionen nie entscheiden, ob 
einem Begriffe die Zahl Julias Caesar zukomme, ob dieser 
bekannte Eroberer Galliens eine Zahl ist oder nicht Wir 
können ferner mit Hilfe misei*er Erklfti^nngsversuche nicht 
beweisen, tiass a s= b sein mnss, wenn dem Begriffe F die 
Zabl a znkommt, and wenn demselben die Zahl b znkonmit 
Der Aasdruck „die Zahl, welche dem Begriffe F ankommt'* 
wfire also nicht zu recbtfeiiigeu und dadurch wilrde es fiber* 
banpt unmöglich, eine Zablengleichbeit zu beweisen, well 
wir gar niebt eine bestimmte Zahl fAssen konnten. Es ist 
nur Schein, dass wir die 0, die 1 erklArt haben; in Wahr* 
heit haben wir nur den Sinu der Redensarten 

„die Zahl 0 kommt zu," 
„die Zahl 1 kommt zu" 
festgestellt; aber es nicht erlaubt, hierin die 0, die 1 als 
selbständige, wiedererkenubare Gegenstände zu unter^scheiden. 

§ 67. Es ist hier der Ort, unsern Ausdruck, dass die 
Zablangabe eine Aussage von einem Begriffe entlialte, etwas 
genauer ins Auge zu fassen. lu dem Satze „dem Begriffe F 
kommt die Zahl 0 zu" ist 0 nnr ein Theil des Praedicates, 
wenn wir als sachliches Subject den Begiiff F betrachten. 
Deshalb habe ich es vermieden, eine Zahl wie 0, l, 2 
Eigenschaft eines Begriffes zu nennen. Die einzelne Zahl 
erscheint eben dadurch, ilass sie nnr einen Theil der Aussage 
bildet, als selbständiger Gegenstand. Ich habe schon oben 
darauf aufinerksam gemacht, dass man „die 1" sagt und 
durch den bestimmten Artikel 1 als Gegenstand hinstellt 
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Diese Selbständigkeit zeigt sich fiberall ia der Arithmetik, 
z. B. in der Gleichung 1 + 1 =s 8. Da es uns hier daraif 
ankommt, den ZahlbegriiT so zu fassen, wie er für die Wissen- 
schaft bianebbar ist, so darf es uns nicht stören, dass im 
Sprachgebranche des Lebens die Zahl auch attribntiT ersehrnnt 
Dies Iftsst sich immer Termeiden. Z. B. kann man den 
Satz „Jupiter hat vier Monde** umsetzen in .»die Zahl der 
Jupitersmonde bt yier.**« Hier darf das f^** nicht als 
blosse Gopula betrachtet werden, wie in d^ Satze ,,der 
Himmel ist blan*'. Das zeigt sich darin» dass man sagen 
kann: „die Zahl der Jupitersmonde ist die vier*' oder „ist die 
Zahl 4". Hier hat „ist" den Sinn von „ist gleich," „ist 
dasselbe wie'*. Wir liaben also eine Gleichung, die behauptet, 
dass der Ausdruck „die Zahl der Jupitersmonde" deuselben 
Gegenstand bezeichne wie das Wort „vier." Und die Form 
der Gleicbung ist die herrschende in der Aritlimetik. Gegen 
diese Auffassung streitet nicht, dass in dem Worte „Tier* 
niclits von Jupiter oder von Muud entlialten ist. Auch in 
dem 2s'amen „Columbus" liegt nichts von Entdecken oder 
von Amerika und dennoch wird derselbe Mann Colombos 
nnd der Entdecker Amerikas genannt 

§ 58. Man könnte einwenden, dass wir uns von don 
Gegenstande, den wir Vier oder die Anzahl der Jupiters- 
monde nennen, sJs von etwas Selbstftndlgem durchaus kmna 
VorsteUnng*) machen Icönnen. Aber die Selbständigkeit^ 
die wir der Zahl gegeben habend ist nicht Schuld daran. 
Zwar glaubt man leicht, dass in der YorsteUung von vier 
Augen eines Würfels etwas vorkomme, wsz dem Werte 
„vier" entspräche ; aber das ist Täuschung. Man . denke 
an eine grOne Wiese nnd versuche, ob sich die Vorstellung 
ändert, wenn man den unbestimmten Artikel durch das 
Zahlwort ,,Ein" ersetzt. Es kommt nichts hinzu, während 
doch dem Worte i^grün*' etwas in dei* Vorstellung entspricht. 



*) aVonteUung" in dem Sinne Ton etwM Bildartigem genonuoes. 
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Wenn man sich das gedruckte Wort „Gold" yorstellt, wird 
man zunächst an keine Zahl dabei denken. Fragt man sich 
nun, aus wieviel Buchstaben es bestehe, so ergiebt sich die 
Zahl 4 ; aber die Vorstellnng wird dadurch nicht etwa be^ 
stimm ter, sondern kann ganz unverändert bleiben. Der hinzu- 
tretende Begriff „Buchstabe des Wortes Gold** ist eben das» 
woran wir die ZM entdecken. Bei den vier Angen eines 
Wttrfels ist die Sache etwas rmMkUr, weil der Begriff 
sich uns durch die Aehnlichkeit der Angen so nnmittelbar 
aufdrängt» dass wir sein Daawlschentreten kanm bemerken. 
Die Zahl kann weder als selbstündiger Gegenstand noch 
als Klgensehait an einem äussern Dinge Torgestellt werdeui 
weil sie weder etwas Sinnliches noch Eigenschaft eines 
Kussern Dinges ist Am deutlichsten ist die Sache woM 
hei der Zahl 0. Man wird vergebens versuchen, sich 0 sicht- 
bare Sterne vorzustellen. Zwar kann man sich den Himmel 
ganz mit Wolken überzogen denken; aber hierin ist nichts, 
was dem Worte „Stern" oder der 0 entspräche. Man stallt 
sich nur eine Sachlage vor, die zu dem Urtheile veranlassen 
kann: es ist jetzt kein Stein zu sehen. 

§ 69. Jedes AVort erweckt vielleicht irgendeine Vor- 
stellnng in nns, sogar ein solches wie «nur"; aber sie braucht 
Dicht dem iDhalte des AVortes zu ents]»rechen ; sie kann in 
andern Menschen eine ganz andere sein. Man wird sich 
dann wohl eine Sachlage voi'stelleo, die zu einem Satze auf- 
fordert, in welchem das Wort vorkommt; oder es ruft etwa 
das gesprochene Wort das geschriebene ins Gedächtniss 
xurflck. 

Dies findet nicht nur bei Partikeln statt. Es nnter» 
liegt wohl keinem Zweifel, dass wir keine Vorstellang unserer 
Kntfemang von der Sonne haben. Denn» wenn wir aneh 
die Regel kennen, wie oft wir emen Maasstab vervielftltigea 
mflssett, so misslingt doch Jeder Yersnch, nadi dieser Regel 
uns ein Bfld za entwerfen, das andi nur einigemaassen dem 
Gewollten nahe kommt Das ist aber kein Gnmd, die Rieh* 
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tigrkeit der Rechnung zu bezweifeln, durch welche die Ent- 
fernung gefunden ist, und hindert nns in keiaer Weise, 
weitere Schlüsse auf das Bestehen dieser Entfernung zu 
gründen. 

§ 60. Selbst ein so concretes Ding wie die Erde 
können wir uns nicht so vorstellen, wie wir erkannt haben, 
dass es ist ; i^ondern wir begnügen nns mit einer Kugel von 
mässiger Grösse, die uns als Zeichen für 4ie Erde gilt; 
aber wir wissen, dass diese sehr daYon Terscbieden isL 
Obwohl nnn unsere Vorstellung das Gewollte oft gar nicht 
trifft, 80 ortheilen wir doeh mit grosser Sicherheit über 
einen Gegenstand wie die Erde auch da, wo die GrOsse in 
Betracht kommt 

"Wir werden durch das Denken gar oft über das Vor- 
stellbare liinaiisgeführt, ohne damit die Unterlage für unsere 
Schlüsse zu verlieren. Wenn auch, wie es scheint, uns 
Menschen Denken ohne Vorslelliingen unmöglich ist, so kann 
doch deren Zusammenhang mit dem Gedachten ganz &asser- 
Jich; willküUrlich und convenlionell sein. 

Es ist also die Unvorstellbarkeit des Inhaltes eines 
Wortes kein Gmnd, ihm jede Bedevtnog absnsprechea oder 
es vom Gebrauche aussnschliessen. Der Schein des Gegen- 
thdls entsteht wohl dadurch, dass wur die Wörter Tereinzelt 
betrachten und nach ihrer Bedeutung fmgen, Ar weMie 
wir dann dne Vorstellung ndimen. So scheint ein Wort 
keinen Inhalt zu haben, für welches nns ein entsprediendei 
inneres Bild fehlt Man muss aber immereinen vollsUbidigm 
Satz ins Auge fassen. Nur in ihm haben die Wörter 
eigentlich eine Bedeutung. Die innern Bilder, die uns dabei 
etwa Toi'schweben, brauchen nicht den logischen Bestand- 
theilen de.s ürtheils zu entsprechen. Es genügt, wenn der 
Satz als Ganzes einen Sinn hat; dadurch erhalten auch 
seine Theile ihren Inhalt. 

Diese Bemeriamg scheint mir geeignet, «nf mnnelio 
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scbvierige Begriffe Wieden des üne&dlicbkleineii*) ein Lieht 
zn werfen, und ihre Tragweite liescbrlnkt ndi wohl nicht 
aal die Mathematik. 

Die Selbet&ndigkeit, die ich fnr die Zahl in Ansprach 
nehme, soll nicht hedeaten, dass ein Zahlwort ausser dem 
Zusammenhange eines Satses etwas bezeichne, sondern ich 
will damit nur dessen Gebrauch als Fi'aedicat oder Attribut 
ansscbliessen, wodurch seine Bedeutung etwas verSndert wird. 

§ 61. Aber, wendet man vielleicht ein, mag auch die 
Eide eigentlich unvorstellbar sein, so ist sie doch ein äusseres 
Ding, das einen bestimmten Ort hat; aber wo ist die Zahl 4? 
sie ist weder ausser uns noch in uns. Das ist in räumlichem 
Sinne verstanden richtig. Eine Ortisbestimmuug der Zahl 4 
bat keinen Sinn; aber daraus folgt nur, dass sie kein räum- 
licher Gegenstand ist, nicht, fliss sie überhaupt keiner ist. 
Nicht jeder Gegenstand ist irgendwo. Auch unsere Vor- 
stellungen**) sind in diesem Sinne nicht in uns (subcutan). 
Da sind Ganglienzellen, Blutkörperchen und dergl., aber keine 
Yoi'stelluugen. Räumliche Praedicate sind auf sie nicht 
anwendbar: die eine ist weder rechts noch links von der 
andern; Vorstellungen haben keine in Millimetern angebbaren 
Entfeinungen von einander. Wenn wir sie dennoch in ans 
nennen, so wollen wir sie damit als subjectiv bezeichnen. 

Aber wenn auch das Subjective keinen Ort hat, wie 
ist es möglich, dass die objectiYe Zahl 4 nirgendwo sei? 
Nun ich behaupte, dass darin gar kein Widerspruch li^gt 
Sie ist in der That genau dieselbe für jeden, der sich mit 
ihr beschäftigt; aber dies bat mit Bftnmliehkeit nichts xn 
schaffen. Nicht jeder ohjective G^enstand hat einen Ort 



*) Elf kommt lüravf «n, den Sinn einer Olddnuig wie 

d f (X) = g (X) dx 
zu dtfiuireu, nicht aber darauf, eine von zwei verscUiedenen Pankt6ll 
btgreuzte Strecke aufzuweisen, deren Lünge dx wäre. 

**; Diei Wort rein psjrcbologiscli, niüit jtqrchQphyüsch veriUndea. 
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Um den Beg^riff der Anzahl zn gewinneii, rnnss m*B 

den Sinn einer Zahlengleichang feststellen. 

§ 62. Wie Süll uns denn eine 2ahl gegeben sein, wenn 
wir keine Vorötellung oder Anschauung von ihr haben können? 
Nur im Zusammenhange eines Satzes bedeuten die Wörter 
etwas. Es wird also darauf ankommen, den Sinn eines 
Satzes zu erklären, in dem ein Zahlwort vorkommt. Das 
giebt zunächst noch viel der Willktihr anheim. Aber wir 
haben schon festgestellt, dass unter den Zahlwörtern selb- 
ständige Gegenstände zu verstehen sind. Damit ist uns eine 
Gattung von Sätzen gegeben, die einen Sinn haben mftssen, 
der Sätze, welche ein Wiedererkennen ausdrücken. Wenn 
uns das Zeichen a einen Gegenstand bezeidinen soll, so 
mfissoi wir ein Kennzeichen haben, welches fibendl entr 
scheidet, ob h dasselbe sei wie a» warn es anch nicht immer 
in unserer Macht steht» dies Kennzeichen anzuwenden. In 
ansem Falle müssen wir den Sinn des Satzes 

„die Zahl, welche dem Begriffe F zukommt, ist dieselbe, 

welche dt;ni Begriffe G zukommt" 
erklären; d. h. wir müssen den Inhalt dieses Satzes in an- 
derer Weise wiedergeben, ohne den Ausdruck 

„die Anzahl, welche dem BegriUe F ziikümmt" 
zu gebrauchen. Damit geben wii' ein allgemeines Kenn- 
zeichen für die Gleichheit von Zahlen an. Nachdem wir so 
ein Mittel erlangt haben, eine bestimmte Zahl zn fassen 
und als dieselbe wiederzoerkennent können wir ihr ein 
Zahlwort zum Eigennamen geben. 

§ 68. Ein solcl^es Mittel nennt schon Harne*): „Wenn 
zwei Zahlen so eomhinirt werden, diass die eine immer efaie 
Einheit hat, die jeder Einheit der andern entspricht, so geben 
wir sie als gleich au.^' Es sclieiat in neuerer Zeit die 



*) Bswnaaa e. a. O. B4. IL & Mk 
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Meinnng unter den Matheraatikern*) vielfach Anklang ge- 
funden zu haben, dass die Gleichheit der Zahlen mittels der 
eindeutigen Zuordnung definirt werden müsse. Aber es er- 
heben sich zunächst logische Bedenken und Schwierigkeiten, 
ao denen wir nicht ohne Prüfung vorheip^ehen dü?'fen. 

Das Verhältniss der Gleichheit kommt nicht nur bei 
Zahlen vor. Daraus scheint zu folgen, dass es nicht für 
diesen Fall besonders erklärt werden darf. Man ?o]]te 
denken, dass der Begriff der Gleichheit schon vorher fest- 
stände, und dass dann aus ihm und dem Begriffe der Anzahl 
sich eilgeben mttsste, wann Anzahlen einander gleich wären, 
Oboe dass es dazn noch einer beeondern Definition bedürfte. 

Hiergegen ist zn bemerken, dass für nns der Begriff 
der AnzaU noch nicht feststeht^ sondern erst mittels unserer 
Erklärung bestimmt werden soll. Unsere Absicht ist^ den 
Inhalt eines Urtheils za bilden« der sich so. als eine Gleichung 
anffiusen Iftsst, dass Jede Seite dieser Gleichung eine Zahl 
ist. Wir wollen also nicht die Gleichheit eigens Ittr diesen 
Fan erklären, sondern mittels des schon bekannten Begriffes 
der Gleichheit, das gewinnen, was alsi gleich an betrachten 
ist. Das scheint freilieh eine sehr ungewöhnliche Art der 
Deflnition zu sein, welche wohl von den Logikern nodi nicht 
genügend beachtet ist; dass sie aber nicht unerhört ist^ 
mögen einige Beispiele zeigen. 

§ 64. Das Urtheil: „die Gerade a ist parallel der 
Gerade b," in Zeichen: 

a//b, 

kann als Gleichunp: aufgefasst werden. Wenn wir dies thun, 
erhalten wir den Eegritf der Richtung und sagen: „die 
fiicbttuig der Gerade a ist gleich dei* Richtung der Gerade b*'. 



*) VergL E.8clirtMtar a. a. 0. & 7 luda K. Konak, die EleMeate 
der AtiHonttik, Ffogramm des FricdiidM-Werder'sdieB Gjmaaalimia. 
Bcrlm, 187S. 10. G. Cantor, Graadtogea einer •llgeiiidiie& Vaaaieh- 
mipaMUkn. Leiffdg, 1881 
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Wir ersetzen also das Zeichen // dareh das allgemeSnere 
indem wir den besondem Inhalt des ersteren an a und b 
Teriheilen* Wir xerspalten den Inhalt in anderer als der 
ttrsprbngUchen Weise and gewinnen dadurch einen neuen 
Begriir* Oft fasst man freiiich die Sache umgekehrt auf» 
und manche Lehrer definiren: parallele Geraden sind solche 
Ton gleicher Bichtung. Der Sate: „wenn zwei Geraden einer 
dritten ]iaraUel sind, so sind uie einander paralld'* lisst sich 
dann mit Berufung auf den ähnlich lautenden Gldchheitssats 
sehr bequem beweisen. Nur schade, dass der wahre Sach* 
Terhalt damit auf den Kopf gestellt wird! Denn alles Geo- 
metrische muss doch wohl ursprünglich anschaulich sein. 
Nim frage ich, ob jemaiui eine Anschauung vuü der Kichtung 
einer Gerade hat. Von der Gerade, wohl! aber unterscheidet 
man in der Anschauung von dieser Gerade noch ihre Richtung? 
Schwerlich! Dieser Begriff wiid er>i durch eine an die An- 
schauung anknüpfende geistige Thätigkeit g^efunden. Dagegen 
hat man eine Vorstellung von paralkleii Geraden. Jener 
Beweis kommt nur durch eine Erschleichun^ zu Stande, in- 
dem man durch den Gebrauch des Wortes Richtung" das 
zu Beweisende voraussetzt; denn wRre der Satz: „wenn zwei 
Geraden einer dritten parallel sind, so sind sie einander 
parallel'^ unrichtig, so könnte man a//b nicht in eine 
Gleichung Terwandeln, 

So kann man aus dem Farallelismus von Ebenen einen 

Begriff erhalten, der dem der Richtung bei Geraden ent- 
spricht. Ich habe dafür den Namen „Stellung" gelesen. 
Aus der geometrischen Aehnlichkeit geht der Begriff der 
Gestalt hervor, so dass man z. B. statt „die beiden Drei- 
ecke sind ähnlich'* sag^: .,die beiden Dreiecke haben gleiche 
Gestalt" oder „die Gestalt des einen Dreieckig ist gleich 
der Gestalt des andern". So kann man auch aus der col- 
linearen Verwandtschaft geometrischer Gebilde einen Begriff 
gewirnien, für den ein Name wohl noch fehlt 
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§ 65. Um nun z. B. vom Parallelismus*) auf den Be- ' 
griff der Rieht uu{^ zn kommen, versuchen wir folgende Defl- 
nition: der Satz 

„die Gerade a ist |Miraliel der Gerade b*' 
sei gleichbedeutend mit 

yfdie Bichtang der Gerade a i<t gleich der Richtung 

der Gerade b". 

Diese Erklärung weicht insofern Ton dem Gewohnten 
ab, als sie scheinbar die schon bekannte Beziehung der 
Gletclibeit bestimmt» wlUirend sie in Wahrheit den Ausdruck 
„die Itichtnng der Gerade a" einftthren soll, der nur neben* 
sächlich Torkonmt. Daraus entspringt ein zwdtes Bedenken, 
ob vir nicht durch eine solche Festsetzung in Widerspräche 
mit den bekamiten Gesetsen der Gleichheit verwickelt werden 
konnten. Welches sind diese? Sie werden als analytische 
Wahrheiten aus dem Begriffe selbst entwickelt werden 
Unnen. Nun defidrt Leibnis*^ : 

^Eadem sunt, quoruni unum polest substitui alteri 

salva veritate". 
Ditse Erklärung eigne ich mir für die Gleichheit an. Ob 
man wie Leibniz „dasselbe^' sagt oder „gleich", ist uner- 
heblich. „Dasselbe" scheint zwar eine vollkommene Ueber- 
einstimmung, „gleich" nni- eine in die.^er oder jener Hinsicht 
auszudrücken; man kann aber eine solche Redeweise an- 
nehmen, dasB dieser Unterschied wegfällt, indem man z. B. 
statt ,)die Strecken sind in der Länge gleich'^ sagt „die 
Länge der Strecken ist gleich'* oder „dieselbe/* statt „die 
FlAchen sind in der Farbe gleich" „die Farbe der Flächen 
ist gleich*'. Und so haben wir das Wort oben in den 



*) Um mich bequemer ausdrücken zu kouuea und leichter ver- 
•taoden sn werdeSf iioecbe ieh hier Tom Feitildisimii. Dt« Weieatli^ 
diMor ErtfCeniagea wiid leidii auf 4m. IM! der Zahlengteiddieil Uber* 
tngea werdea kOaaea. 

**) Hon hidcgsas ipeciflua deMtlnadl iaabtlncCii. EMsk & 9L 



Digitized by Google 



17 



Beispielen gebiaucht. lu der allgemeinen Ersetzbarkeit sind 
um in der That alle Gesetze der Gleichheit enthalten. 

Um aosern Definitioos versuch der Riehtnog einer Ge- 
rade XU reehtfiertigeo, mQssten vir also zeigen» daas man 

die Richtung Ton a 

Qhei'all dareh 

die Richtung toh b 
ersetxen kdnne, wenn die Gerade a der Gerada b panM 
ist Dies wird dadurch vei<einfacht» dasa man xnnicbat tob 
der Richtung einer Gerade krine andere Aussage kennt als 
die Uebt^reinstimmung mit der Richtang einer andern Gerade. 
Wir brauchten also nnr die Brsetabarkeit in einer solchen 
Gleichheit nachzuweisen oder in Inhalten, welche solche 
Gleichlieiten jils Beslaudllieile*; eulliaUen würden. Alle 
audfi n Aussagen von Kichtungeu niüssteii erst erklärt werden 
uud iür diese Definitionen können wir die Regel aufstellen, 
dass die Er^etzbaikeit der Hichtung einer Gerade durch die 
einer ihr parallelen gewahrt bleiben muss. 

§ 66. Aber noch ein drittes Bedenken erbebt sich 
gegen unsern Deflnitionsversuch. In dem Satae 

»ydie Richtung von a ist gleich der Ricbtong von b** 
erscheint die Ricbtnng von a als Gegenstand**) und wir 
haben in unserer Definition ein Mittel» diesen Gegenstand 
wiederzueiiLennen, wenn er etwa in einer andern Yerkleidong 
etwa als Richtung von b auftreten sollte. Aber dies Mittel 



*) In einem byputüetis« heu Urtheile könnte z. B. eine Qleicbbeit 
von Kiclitiiugeu als Bedingung oder Folge vorkommen. 

**) Der bestimmte Artikel deutet dies an. Begrift Ut fUr mich ein 
mSglidu» Pnedint eines singulären beurtbeilbaren Inbalu, OegeasUnd 
ein müglichci Siil^e«! eines sulcheB. Wenn wii im äem flntit 
»die Ricbtong der Fernrohttse ist gleich der Richtang der BidasiF' 

die Richtung der Ferorohr&xe lüfl Subject ansehen, so ist das Praedictt 
«gleich der Richtung der Erdaxe". Dies ist ein BegriC Aber die 
Richtung der Erdaxe ist nur ein Tbei! des Praedicates; ne ist «ia 
Cl^enstaad, da sie auch soni Subjecte gemacht werden Juuuu 
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reiebt niclit für alle Fftlle ans. Man kann z. B. daaacli 

niclit entscheiden, ob Eogland dasselbe sei wie die Hiclitani^ 
der Erdaxe. Man rendhe dies nnsinuig scheinende Beispiel! 
Natttrlich wird niemand England mit der Riehtuug der Erd- 
axe verwechseln; aber dies ist nicht das Verdienst unserer 

Erklärung. Diese sagt nichts darüber, ob der Satz 

.,ilie Richtung von a i^t gleich q" 
zu bejahen oder zu verneinen ist, wenn nicht q selbst in der 
Form ,,die Richtun«^ von h'' gegeben ist. Es fehlt uns der 
Begiiff der Kiehtuiig; denn hätten wir diesen, so könnten 
wir festsetzen, wem» ({ keine Richtung ist, so ist unser Satz 
zu verneinen- wenn q eine Rii lituiig ist, so entscheidet die 
irühere Erklärung. Es liegt nun nahe zu erklären: 
q ist eine Richtung, wenn es eine Gei'ade b giebt» 
deren Richtung q ist. 
Aber nun ist kUr, dass wir uns im Kreise gedreht haben. 
Um diese Erkläiung auwenden zu können, m&ssen wir schon 
in jedem falle wissen, ob der Satz 

ist gleich der Richtung reu b*' 
zu bejahen oder an verneinen wire. 

§ 67. AVenn man sagen wollte: q ist eine ßiehtnng» 
wenn es durch die oben ausgesprochene Definition eingeführt 
ist, so w&nle man die Weise, wie der Gegenstand q euige- 
fllhrt ist» als dessen Eigenschaft behandeln, was sie nicht 
ist Die Definition eines Gegenstandes sagt als solche 
eigfntlieh nichts von ilim ans, sondern setxt die Bedeutang 
ebes Zeichens lest Nachdem das geschehen ist, verwandelt 
sie sich in ein Crtheil, das von dem Gegenstande handelt, 
aber führt ihn uuu auch nicht mehr ein und steht mit andern 
Aussagen von ihm in gleicher Linie. Alan Wörde, wenu 
man diesen Ausweg wählte. Vürausselzeu. dass ein Gegen- 
stand nur auf eine einzige Weise gegeben werden könnte; 
denn sonst winde daiaus, dass q nicht dmch unsere Defi- 
nition eiugetührt ist, nicht folgen, dass es nicht su eingeillhrt 
werden köunte. AUe Uleichungeu wUrden darant hinaus- 
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kommen, diiss das als dasselbe anerkannt wttidei was nni 
auf dieselbe Wt^i^e gtgebeu ist. Aber dies ist so selbst- 
verständlicU uud sü uii fruchtbar, dass es nitlit verloküLe, 
es auszusprechen. Man küDiüe m der That keinen Scblttss 
daraus zielieu, der vou jeder der Voraussetzungen verschieden 
wäre. Die vielseitige und bedeutsame Verwendbarkeit der 
Gleiciiuugen beruht vielmehr darauf, dass man etwas wieder- 
ei kennen kann, obwohl es auf verschiedene Weise gegeben ist 
§ 68. 0a wir 80 keinan acharf begrenzten Begrif 
der RiclituDg und ans denselben Grfinden keinen aoleben 
der Anzahl gewinnen kumieu» verauchen wir einen andern 
Weg. Wenn die Gerade a der Gerade b paraUol U%, so 
ist der Uufong des Begiiffes „Gerade parallel der Gerade 
a'* gleich dem Umfange des Begriifea „Gerade parallel der 
Gerade b"; und nnigekebil: wenn die Umläng« der genannten 
Begriffe gleich sind, so ist a parallel b. Versuchen wir also 
zu erklären: 

die Kichtuug der üeradü a ist der Umfang des Be- 
griffes „parallel der Gerade a"; 
die Gestalt des Dreiecks d ist der Umlaug des Be* 
griffen „iUinUch dem Di'eiecke d^l 

Wenn wir dies anf unsem Fall anwenden wollen, so 
habeji wir an die Stelle der Geraden oder der Dreiecke 
Begiiffe zu setzen nnd an die Stelle des Parallellsmns oder 
der Ähnlichkeit die Möglichkeit die nnter den einen den 
unter den andern Begriff fallenden Gegenstilnden beiderseits 
eindeutig zuzuordnen. Ich will der KQrze wegen den Be* 
griff F dem Begiiffe G gleicbzablig nennen, wenn diese 
Möglichkeit vorliegt, muss aber bitten, dies Wort als eine 
willkiUirlich gewählte ßezeichnuiigs weise zu betrachten, deren 
Bedeutung nicht der sprachlichen Zusammensetzung, Koudem 
dieser Festsetzung zu eutuehmen ist. 

Ich definire demnach : 

die Anzahl, welehe dem Begriffe F zukommt, ist 
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der UDifaug*) des Begrifeg ,,gleicltziUüig dem Be- 
griffe F" 

§ 69. Dass diese Erklärung zutreffe, wml zunächst 
vielleicht wenig einleuchten. Denkt man sich unter dem 
Umfange eines Begriffes nicht etwas Anderes? Was man 
sich darunter denkt, erhellt aas den nrspr&nglichen Aussagen, 
die von Begritfsnmföogen geroaebt werden kOnnen. Es sind 
folgende : 

1, die Gleichheit, 

2. dass der eine umfassender als der andere sei 
Nun ist der Sati: 

der Umfang des Begriffes „gleiclueahllg dem Begriffe 
F*' ist gleich dem Umfange des Begriffes „gleich- 
xahlig dem Begi-iffe G** 

immer dann nnd nnr dann wahr» wenn auch der Sats 

„dem Begriffe F kommt dieselbe Zahl wie dem Be- 
griffe G ZQ*' 

wahr ist. Hier ist also voller Einklang. 

Man sagt zwai aicLt, dass eine Zahl umfassender als 

eine andere sei in dem Sinne, wie der Umfang eines Begriffes 

nmfassender als der eines andern ist; aber der Fall, dass 
der Umfang des Begriffes „gleichzahlig dem Be- 
gnfte F" 

umfassender sei als 

*) Ich glaube^ dass fllr „1Imlkn< des Begriffes" einfach «BegtUF* 
gCMgt werden küuute. Aber man wllnle zweierlei Anwenden: 

1. dies stehe im Widerspruche mit meiner fiüheren Behauptung 
dass die einzelne Zahl ein (iegenstaud sei, was durch den bestiuimten 
Artikel in AundrUcken wie .die Zwei* und durch die Uumöglichkeit 
angedeutet weide, Ten Eissen, Zweien «« a. w. im Plnrnl sn «preelMn, 
Mwie daduelu daae die ZaU nnr einen TbetI de« Ftaedifata der ZaU- 
angäbe ansnaehe; 

2. dass Begriffe von gleichem Umfange lein Icttnnen, olme sB' 
Mmaenzufallen. 

leb bin nuu zwar dtr ileinuug, dass beide Einwände gehuben 
weiden kuuuen, aber das mochte hier zu weit führen. Ich s»etze vuraus, 
data man wiaae, wai der Umfang eiaea Begriffea sei 
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der ünftng des Begriffes „gleichzahlig dem Begriffe 0*' 
kann anch gar nicht vorkonimeu; sondern, wenn alle Begriffe, 
die dem 6 gleicbzalilig s\m\, aucli dem F gleichzahlig sind, 
so sind auch umgekehrt alle Begriffe, die dem F gleichsahlig 
sind, dem G gleicbzalilig« Dies |»nmfa88eiider'* darf natflrUck 
nicht mit den »grosser** Terwecbaelt werde», dasi bei 
Zahlen vorkommt 

Freilich ist noch der FMI denkbar, dass der Umfang 
des Begriffes „gleichzahlig dem Begriffe F" umfassender 
oder weniger unifassend wäre als ein anderer Begriffsumfang, 
der dann nach unserer Erklärung kt ine Anzahl sein könnte; 
und es ist nicht üblich, eine Anzahl luiifasseüder oder weniger 
umiäisijeüd als den Umfang eines Begriffes zu nennen; aber 
es steht auch nichts im Wege, eine solche Kedeweise aoza- 
nehmen, falls solches einmal vorkommen sollte. 

Ergänzung und Bewfthrung unserer Definition. 

§ 70. Definitionen bewähren sich durch ihi*« Fmeht- 
barkeit Solche, die ebensogut wegbleiben kannten, ohne 
eine LOcke in der Beweislührung zu offnen, sind als TOWg 
weithlos za verwerfen. 

Versuchen wir also, ob sich* bekannte Eigenschaften 

der Zahlen aus unserer Erklärung der Anzahl, welche dem 
Begrifl'e F zukommt, ableiten lasseu! Wir werden uns hier 
mit den einfachsten begnügen. 

Dazu ist es uulUig, die Gieichzahligkeit noch etwas 
genauer zu fassen. Wir erklärten sie mittels der beideiseits 
eindeutigen Zuordnung, und wie iVh diesen Ausdruck ver- 
stehen will, ist jetzt darzulegen, weil man leicht etwas 
Anschauliches darin vermuthen konnte. 

Betrachten wir folgendes Beispiel! Wenn ein Kellner 
sicher sein will, dass er ebensoviele Messer als Teller auf 
den Tisch legt, braucht er weder diese noch jene zu zählen. 
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wenn er nnr recbts neben jeden Teller ein Messer legt, so* 
dass jedes Messer auf dem Tische sieh rechts neben einem 
Teller befindet Die Teller und Messer sind so bddendU 
eindentig dnander zugeordnet und zwar durch das gleiche 
LagenTerhfltoiss. Wenn wir in dem Satie 

liegt rechts neben A" 

far a und A andere und andere Gegenstände eingesetzt 
denken, so macht der LieiLei unverändert bleibende Theil 
des Inhalts das Wesen der Beziehung aus. Verallgemeinern 
wir dies l 

Indem wir von einem beurtlieilbaren Inhalte, der von 
einem Gegenstaude a und von einem Gegenstande b bandelt, 
a und b absondern, so behalten wir einen Beziebungsbegriflf 
übrig, der demnach in doppelter Weise eigUnzungsbedOrflig 
ist Wenn wir in dem Satie: 

udie Erde hat mehr Masse als der Mond'* 

,,die Erde" absondern, so erhalten vrir den Begriff „mehr 

Masse als der Mond habend**. AVeun wir dagegen den 
Gegenstand „der Mond ' absuudern, gewinnen wir den Begritf 
„weniger Masse als die Erde habend". Sondern wir beide 
zugleich ab, so bleibt ein Beziehungsbegriii zuiück, der für 
sich allein ebtTisowenig wie ein einfacher Begriff einen Sinn 
bat: er verlaugt immer eine Ergänzung zu einem beurtlieil- 
baren Inhalte. Aber diese kann in verschiedener Weise 
geschehen: .statt Erde und Mond kann ich z. B. Sonne und 
Erde setzen, und hierdurch wird eben die Abi^onderung 
bewirkt. 

Die einzekien Paare zugeordneter Gegenstände Ter> 
halten sich in ähnlicher Weise — man kOnnle ssj^en als 
Snbjecte — zn dem BeKiehnngsbegrilTe, wie der einzelne 
Gegenstand sn dem BegrüTe, unter den er fillt Das Snb- 
Ject ist hier ein zusammengesetztes. Zuweilen, wenn die 
Beziehung eine umkehrbare ist, kommt dies auch sprachlich 
zum Ausdrucke wie in dem Satze „Peleus und Thetis waren 
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die Eltern des Aebillens'**). Dagegen wlre es s. B. nicht 
gat möglich, den Inlialt des Satzes ,,die Erde ist grösser 

als der Mond" so wiederzugeben, dass „die Erde und der 
Mond" als zusainmeugesetztes Subject erschiene, weil das 
„uud" immer eiue gewisse Gleichstellang andeutet. Aber 
dies thut nichts zur Sache. 

Der Beziehungsbegi ilf ?;ebört also wie der einfache der 
reinen Logik an. Es kommt hier nicht der besondere Inhalt 
der Beziehung in Betracht, sondern allein die logische Form. 
Und was von dieser ausgesagt werden kann, dessen Wahr- 
heit ist analytisch und wird a priori erkannt Dies gilt 
yon den Beziehnngsbegriffen wie von den andern. 
Wie 

„a mt anter den Begriff F** 
die allgemeine Form eines benrtheilbaren Inhalts ist, der 
yon einem Gegenstände a handelt, so kann man 
„a steht in der Beaiehnng f zu b" 
als allgemeine Form für einen benrtheitbaren Inhalt an- 
nehmen, der von dem Gegenstande a nnd von dem Gegen- 
stande b handelt. 

§ 71. Wenn mm jeder Gegenstand, der unter den 
BegJ'ifif F lullL, in der Beziehung (f zu einem uuter den 
Begritf G fallenden Gegenstande .<teht, und wenn zu jedem 
Gegenstände, der unter G fällt, ein unter F fallender Ge- 
genstand in der Beziehung <p stellt, so sind die unter F 
und G fallenden Gegeustilude durch die Beziehung f ein- 
ander y.ugeoi'dnet. 

£s kann noch gefragt weiden, was der Ausdruck 
jjeder Gegenstand, der unter F fallt, steht in der 
Beziehung f zu einem unter G fallenden Gegenstaude'' 
bedeute, wenn gar kein Gegenstand unter F fällt. Ich ver- 
stehe darunter: 



*) Hiermit itft der Fall nicht la Tcrweeliielii, wo <Ui jmi* mu 
«cheiabar die Satjccie, ia Wahrheit aber swei Slue Verbindet. 
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die beiden Bätte 

„ft flUt nnter ¥^ 
and 

steht zu keinem nnter Q- feltendoi Gegenstände 

in der Beziehung f 

können nicht mit eiuander besteben, was auch a bezeichne, 
sodass entweder der erste oder der zweite oder beide falsch 
sind. Hieraus geht hervor, dass „jeder Gegenstand, der 
unter F fällt, in der Beziehung ^ zu eiuem unter G fal- 
lenden Gegenstande steht/* wenn es iLeinen unter F tallendea 
Gegenstand giebt, weil dann der erste Satz 

,,a fUlt nnter 

immer zu verneinen ist, was auch a sein mag. 

Bbenso bedeutet 

,,zu jedem Gegenstände, der unter G lallt, ittekt 
ein unter F fallender in der Beziehung f**, 
dass die beiden Sätze 

„a fällt unter G" 
und 

„kein unter F fallender Gegenstand steht zu a in 
der Beziehung 

nickt mit einander bestehen können, was auch a sein mdge. 

§ 79. Wir haben nnn gesehen, wann die nnter die 
Begriffe F nnd G Menden Gegenstände einander durch die 
Bezidinng ^ angeordnet sind. Hier soll nnn diese Zuordnung 
eine beiderseits eindeutige sein. Darunter verstehe ich, dass 
folgende beiden Sätze geltsn: 

1. wenn d in der Beziehung )p zu a steht, und wenn d 
In der Beziehung f zu e steht, so ist allgemein, was 
auch d, a nnd e sein mögen, a dasselbe wie e; 

2. wenn d in der Beziehung <f zu a steht, und wenn b 
in der Beziehung ^ zu a steht, so ist allgemein, was 
auch d, b und a ifein mögen^ d dasselbe wie b. 
Hieimit haben wir die beidei-seits eindeutige Zuordnung 
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auf sein logische VerhiltiiiBse zQrttekg«llkhrt imd kO&n«a 
nim 80 delhdran: 
der Avsdniek 

„der Begriff F ist gleichzahlig dem Begriffe G'* 
sei gleichbedeutend mit dem Ausdrucke 

„es giebt eine Beziehung $r, welche die unter den 
Begriff F fallenden Gegenstände den unter G fal- 
lenden Gegenständen beiderseits eindeutig znordnet''. 
leb wiederhole: 

die Anzahl, welche dem Begriffe f zukommt, ist 
der Umfang des Begriffes «igleichzabiig dem Be- 
griffe 
imd lüge hinzu: 
der Ausdruck 

„n ist eine Anzahl" 
sei gleichhedenteiid mit dem Ausdrucke 

„es giebt einen Begriff der Art, daas n die AjttaU 
ist, welche ihm rakommt'^. 
So ist der Begriff der Anzahl erkUrty achetnber flreilidl 
durch sich selbst^ aber dennoch ohne Fehler, weil „die An* 
zahl, welche dem Begriffe F zukommt" schon erklirt ist 

§ 73. Wir wollen nun zunächst zeigen^ dass die An- 
zahl, welche dem Begriße F zukommt, gleich der Anzahl 
ist, welche dem Begriffe G zukommt, wenn der Begriff F 
dem Begriffe G gleichzahlig ist. Dies klingt freilich wie 
eine Tautologie, ist es aber nicht, da die Bedeutung des 
Wortes gleichzahlig'* nicht aus der Zusammensetzung, 
sondern ans der eben gegebenen Erklärung hervorg-eht. 

Nach unserer Definition ist zu zeigen, dass der Um- 
fang des Begriffes „gleichzahlig dem Begriffe F" derselbe 
ist wie der Umfang des Begriffes „gleichzahlig dem Begriffe 
G*', wenn der Begriff F gleichzahlig dem Begriffe G ist 
Mit andern Worten: es mnss bewiesen werden, dass uter 
dieser Yoranssetzung die 8&tze allgemeui gelteii: 

wenn der Begriff H iJeichzahlig dem Begijflb F ift| 



so ist er auch gleichzahlig dem Begriffe Gr; 

und 

weoQ der Begriff U dem Begriffe G gleichzahlig ist, 
so ist er auch gleichzahlig dem Begriffe F, 
Der erste Satz kommt darauf hinaus, dass es eine 
BeziehiiDg giebt, welche die unter den Begriff H fallenden 
Gegenstiade den onter den Begriff G falleaden beiderseiUi 
eindeutig znordnet, wenn es eine Beziehung f giebt^ wdebe 
die unter den Begriff F fallenden Gegenstände den nnter 
den Begriff G fallenden beiderseita eindeutig zuordnet, und 
wenn es eme Beaebnng if' giebt» welche die nnter den Be- 
griff H fallenden Gcgenstftnde den unter den Begriff F fal- 
lenden beiderseiis eindeutig zuordnet. Folgende Anordnung 
der Buchstaben wird dies übersichtlicher machen: 

n v'' F if G. 

Eine solche B( zi< ltung kann in dei^ That angegeben 
werden: sie liegt in dem Inbnlte 

„es giebt einen Gegenstand, zu dem c in der Be- 
ziehung v'' steht, und der zu b in der Beziehung 

tr steht," 

wenn wir davon c und b absondern (als Beziehungspunkte 
betrachten). Man kann zeigen» dass diese Beziehung eine 
beiderseits eindeutige ist, und dass sie die unter den Begriff 
H fallenden Gegenstande den nnter den. Begriff G lallenden 
zuordnet. 

In ähnlicher Weise kann auch der andere Satz bewiesen 
werden*). Diese Andeutungen werden hoffentlich genilgend 
erkennen lassen, das« wir hierbei keinen Beweisgrund der 
Anschauung zu entnehmen brauchen, und dass sich nünnseni 
Definitionen etwas machen Iftsat 

§ 74. Wir kdnuen ma^ zu dm Erklirungen der ein* 
zelnen Zahlen ftbergehn. 

*) Desgleichen di»» Ujukehrnng: Wenn die Zahl, "«velche dem Begriff« 
F znkommt, dieselbe ist wie die, wt l' he dem BegriA'e O «nkomiiat, M 
ist der Begriff F dem Begriffe 6 gleichzaklig. 
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Weil nnter den Begriff •«sicli selbst nngleicli'' oiclito 
mit, »rklftre ich : 

0 ist die AnzaU, welche dem Begriffe ,«rich selbit 
angleich'' mkommt. 

Vielleicbt nimrat man daran Anstoss^ dass ich hier 
von einem Begriffe spreche. Man wendet vielleicht ein, dass 
ein Widerspruch darin enthalten sei, und erinnert an die 
alten Bekannten <Us hölzerne Eisen und den viereckigen 
Kreis. Nun ich Dreine, dass die gar nicht so schlimm sind, 
wie sie gemacht werden. Zwar nützlich werden sie grad 
nirht sein; aber schaden können sie auch nichts, wenn man 
nur nicht voraussetzt, dass etwas nnter sie falle; und das 
thnt man durch den hlossen Gehranch der Begriffe noch 
nicht. Dafis ein Begriff einen Widei*spmch enthalte, ist 
nicht immer so offeosichtlichy dass es keiner Untersnchvaig 
bedürfte; dazu mnss mtän ihB erst haheii und logisch ebeaio 
wie JedeB andern behandeln. Alles was von Seiten der 
Logik und für die Strenge der Beweisl&hmng ron einem 
Begriffe verlangt werden kann, ist seine scharfe Begrennmg; 
dass für jeden Gegenstand bestimmt sei, ob er nnter thi 
fftUe oder nicht. Dieser Anforderung genftgen nnn die einen 
"Widerspruch enthaltenden Begriffe wie „sich selbst ungleich'^ 
durchaus; denn man weiss von jedem Gegenstände, dass er 
nicht unter einen solchen fällt*). 

Ich brauche das Wort „Begriff" in der Weise, dass 
„a fällt nnter den Begriff F" 
die allgemeine Form eines beurtheiibaren Inhalts ist, der 



*) Oanz daros TcmUadeB ist die Defiiition eiset OcgcmUndet 
au9 einem Begriffe, unter den er fAllt. Der Auadmck «der grOfste lebt« 
Rruch" hat z.B. keinen Inhalt, weil der brstimrate ArtiVel den Anfpmck 
erhebt, auf einen bestimmten Gepenstand hinzuweisen. Dagegen iit 
der Begriff .Bruch, der kleiner nh I \ind so beschafica ist, dast kein 
Bnieb, der kleiner als 1 ist, ihn an Grusse übertrifft" gana unbedenklich, 
vad WB beweiMtt sa Mhinen, dtit es l[daea «delm Brach geb«, 
teta^t Bta Mgar ^iwm BcgiU; ebglekb « data Widtiiprach «mit 
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von einem Gen^enstande a handelt und der beurtheilbar bleibt^ 
was man auch iur a setze. Und in diesem Sinne ist 

fällt unter den Begriff iM»sich selbst ungleich"'^ ^ 
gleicbbedeatend mit 

ist sich selbst nagieicb'' 
oder 

„a ist nicht gleich a''. 
Ich hfttte zur Definitieii der 0 jeden andera B^grif 
nehmen kanoeD^ unter den nichts fällt Es kam mir aher 
darauf an, einen solchen za wählen, von dem dies rein 
logisch bewiesen werden kann; und dazn bietet sich am 
bequemsten „sich sdbst ungleich" dar, wobd ich fttr „gleich'* 
die Torhin angeführte Erklärung Leibnizens geltcai lasse, 
die rein logisch ist 

$ 75. Es mnss sich nun mfttds der fräheren Fest» 
Setzungen beweisen lassen, dass jeder Begriff, nnter den nichts 
fällt, gleichzahlig mit jedem Begriffe ist, unter den nichts 
fällt, und nur mit einem solchen, woraus folgt, dass 0 die 
Anzahl ist, welche einem bolchen Begrifie zukommt, und 
dass kein Gegenstand unter einen Begriff fällt, wenn die 
Zahl, welche diesem zukommt, die 0 ist. 

Nehmen wir an. weder unter den Betriff F noch unter 
den Begriff G falle ein Gegenstand, so haben wir, um die 
Gleiciizabligkeit zu beweisen, eine Beziehung f nöthig, toa 
der die Sätze gelttm: 

jeder Gegenstand, der unter F fällt, steht in der Be- 
ziehung if zu einem Gegenstande, der nnter G fällt; 
zu jedem Gegenstaude, der unter G fällt» steht ein 
unter F fallender in der Beziehung f. 



Wonn man alter durdt ilir?fn Begriff einen (irgrüstand bestimmen wallte, 
der uater ihn f<4llt. wäre cü allerdings uöüiig, xweierlei vorher sa zeigea: 

1. dai«3 unter dicgeii Becrriff ein Gegenstand falle; 

2. dass mir eiu einziger Gegenstand unter ihn falle. 

Dft Biitt tdMft der ento dieicr Satie fidich iit» m ift 4ef Anidmck 
.der gfdnte idite Brach" iimloi. 
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Nach dem, was früher übpi- die Bedeutung; dieser Ans- 
drucke gesagt ist, erfüllt bei unsern Yomussetzangen jede 
fieziehung diese Bedingungen, also auch die Gleichheit, die' 
obendrein beiderseits eindeutig ist; deoa et gelten die beiden 
oben dafür verlangten Sfttse. 

Wenn dagegen unter G ein Gegenstand fUlt i. B. ft» 
wilirend nnter F keiner iiült, so bestdien die beideii SUie 

„n fiHt unter 6* 
nnd 

«kein unter F fallender Gegenstand steht am » Js 

der Beziehung f " 
mit einander ftkr jede Beziehung f> ; denn der erste ist daeh 

der ersten Voraussetzung richtig und der zweite nach der 
zweiten. Wenn es nämlich keinen unter F fallenden Gegen- 
stand giebt, so giebt es auch keinen solchen, der in irgend- 
einer Bezieimng zu a stände. Es giebt also keine Beziehung, 
vrpkhe nach unserer Erklärung die unter F den unter G 
lallenden Gegenstanden zuordnete, und demnach sind die 
Begi'iffe F und G nngleichzahlig. 

§ 76. Ich will nun die Beziehung erklären, in der je 
zwei benachbarte Glieder der natttrlichen Zahlenreihe sa 
einander stehen. Der Satz : 

„es giebt einen Begriff F und einen nnter ihn fal- 
lenden Gegenstand z der Art» dass die Ansaht, 
welche dem Begriffe F xnkomint» n ist» nnd dm 
die Anzahl, welche dem Begriffe »»nnter F faOend 
aber nicht gleich z*"* xokommti m ist" 
sei gleichbedentend mit 

„n folgt in der natfirlichea Zahlenreihe nnaiittflibar 
anf m.^ 

Ich vermeide den Ausdruck „n ist die auf m nftchst- 

folpende Anzahl," weil zur Rechtfertigung des bestimmten 
Artikels erst zwei S&tze bewiesen werden müssten^, 
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demselben Gmade sage icli hier noch nicht „n m + 1^; 
denn auch diirch das Gleichheitsseichen wird (m 1) als 
Gegenstand bezeichnet 

§ 77. Um nnn aaf die Zahl 1 n kommen, müssen 
wir zmiKchst zeigen, dass es etwas giebt» was in der natür- 
lichen Zahlenreibe unmittelbar auf 0 folgt 

Betrachten wir den BegrUf — oder» wenn man lieber 
will, das Prldicat — „gleich 0" I Unto* diesen fftUt die 
0. Unter den Begriff ^gleich 0 aber nicht gleich 0" fällt 
dagegen kein Gegenstand, sodass 0 die Anzahl ist, welche 
diesem Begriffe zukommt. Wir haben demnach einen Be- 
griff gleich 0" und einen unter ihn fallenden Gegenstand 0, 
von denen gilt: 

die Anzahl, welche dem Rejrriffe ,,gleich 0'' zukommt, 
ist glei( h der Anzahl, welche dem Begriffe »gicich 
0" zukommt; 

die Anzahl, welche dem Begriffe „gleich 0 aber 
nicht gleich 0" zukommt, ist die 0. 
Also folgt nach unserer £rkläi*ung die Anzahl, welche 
dem Begriffe „gleich 0" zakommti in der natfirlichen Zahlen- 
reihe unmittelbar auf 0. 

Wenn wir nun deflniren: 

1 ist die Anzahl» welche dem Begriffe »gleich 0** 
zukomnrty 

so können wir den letzten Satx so ansdrftcken: 

I Iblgt in der natftrlichen Zahlenreihe unmittelbar 
auf 0. 

Es ist vielleicht nicht flberltttssig zu bemerken, dass 
die Definition der 1 xn ihrer oljeetiTen Rechtmässigkeit 
keine beobachtete Thatsache*) Toraassetzt; denn man Tei^ 
wechselt Idcht damit, dass gewisse subjective Bedingungen 
erfllllt sein müssen, um uns die Definition möglich zu machen, 
und dass uns Sinneswahrnehmungen dazu veranlassen**). 

♦) Satz ohne AJlgemeiuheit 

**) Yergl. B. Kfdmano, die Axiome der Qeomethe S. löl. 
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Dies kaon inmierliiii zatrelTeiit oluie dats die atifeliitfllMi 
8&tze anfhdrea^ a priori am Kein« Za solehea BediDgongeti 
gehört z. B. ancbt dast Blot in biiireicheDder Ffllle mid 
riebtiger Bescilaffeiibeiidaa Gehini dttrchstrttme — weDtgstens 
soviel wir wissen; — aber die Wahrheit unseres letzten 
Satzes ist davon unabhängig; ^ie bleibt besteben, auch wenn 
dies nicht mehr stattfindet; und selbst, wenn alle Vernunft- 
we.sen einmal gleichzeitig in einen Winterschlaf verfallen 
sollten, so winde nicht etwa so lange aufgehoben sein, 
sondern ^anz ungestört bleiben. Die Wahrheit eines Satzes 
ist eben nicht sein ( iedachtwerden. 

§ 78. Ich lasse hier einige Sätze folgen, die mittels 
unserer DefiDitionen zu beweisen smd. Der Leser wird 
leicht tibersehen, wie dies geschehen kann. 

1. Wenn a in der natürlichen Zabiemeihe anmittelbar 
auf 0 folgt, so ist a — 1. 

2. Wenn 1 die Anzahl ii»t, welche einem Begriffe zukommt, 
80 giebt es einen Gegenstand, der unter den Begiü 
fällt 

8. Wenn 1 die Anzahl ist, welche einem Begriffe F tn* 
kommt; wenn der Gegenstand x unter den Begriff F 
fallt, und wenn y unter den Begriff F WH, so ist 
z = y ; d. h. X ist dasselbe wie y, 

4, Wenn unter einen Begriff F ein Gegenstand ftilt» und 
wenn allgemein daraus, dass x unter den Begriff F 
fällt, und dass y unter den Begriff F fallt, gesebloesen 
werden kann, dass x s y ist, so ist 1 die Anzahl, 
welche dem Begriffe F zukommt. 

6. Die Beziehung von m zu n, die durch den Satz : 

,,n folgt in der naluiiicheu ZahleiueiUe unmittelbar 
auf m" 

gesetzt wild, ist eine beidei-seits eindeutige. 

Hiermit ist noch nicht gesagt, dass es zu jeder 
Anzahl eine andere gebe, welche auf sie oder auf 
welche sie in der Zahlenreihe unmittelbar folge. 
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6. Jlfd« ÄBzahl ausser der 0 folgt in der naittrlidifa 

Zahlenreihe miinittelbar aaf eine AnzaU. 

§ 79. Um nun beweisen zu können, dass auf jede 
Anzahl (n) in der natürlichen Zahlenreihe eine Anzahl un- 
mittelbar folge, muss man einen Begriff aufweisen, dem 
diese letzte Anzahl znkommt Wir wählen als diesen 

^der mit n endenden natüilicheu Zahlenreihe ange- 
hörend", 

der zunächst erklärt werden muss. 

Ich wiederhole zunächst mit etwas andern Worten die 
Definition, welche ich in iih iaer „Begriffsscbrift** vom Folgen 
in einer Heibe gegeben habe. 

Der Sati 

,iWenn jeder Gegenstand, zu dem x in der Beziehnng 
f steht, unter den Begriff F fällt, und wenn daranSy 
dass d unter den Begriff F fäUty allgemeiny was auch 
d sei, fo]gtf dass jeder Gegenstand, asn dem d in der 
Besdebnng f stdit^ unter den Begriff F faUe, so 
UXli j unter den Begriff was audk F für ein 
Begriff sein mOge^ 
sei gleiehbedentend mit 

n7 folgt in der f-Beibe auf x* 

und mit 

geht In der f-Beihe dem y Torher.* 

§ 80. Einige Bemerkungen hierzu werden nicht ttber- 

flftssig sein. Da die Beziehung tp unbestimmt gelassen ist, 
so ist die Reibe nicht iiothwendig in der Form einer räum- 
lichen und zeitlichen Anordniiog zu denken, obwohl diese 
Fälle nicht ausgeschlossen sind. 

Man köunte vielleicht eine andere Erkläiung für natür- 
licher halten z. B.: wenn man von x ausgehend seine Auf- 
merksamkeit immer von einem Gegenstande zu einem andern 
lenkt, zu welchem er in der Beziehung <f steht, und wenn 
man auf diese Weise schliesslich y erreichen kann, so sagt 
man ^ folge in 4er Reihe auf 



Digitized by Googl^ 



9S 



Dies ist eine Weise die Sache zu untersuchen, keine 
Definition. Ob wir bei der Wandening unserer Aufmerk- 
samkeit y eiieichen, kanu vuii maucheilei subjectiveu Neben- 
umständen abhängen z. B. vuii der uns zu Gebote siebenden 
Zeit, oder von unserer Kenntniss der Diuge. Ob y auf x 
in der ^r- Reihe folf^t, hat im Allgemeinen gar nichts mit 
unserer Aufmerksamkeit und den Bedingungen ihrer Fort- 
liewegnng zu thnn, sondern ist etwas Sachliches, ebenso wie 
ein grfines Blatt gewisse Lichtstrahlen reflectirt, mOgen sie 
nun in mein Auge fiiUen und Empfindung hervorrufen oder 
niehty ebenso wie ein Sakkotn in Wasser Utelich ist» mag 
ich es ins Wasser werfen und den Vorgang beobachten oder 
nicht, und wie es selbst dann noch lOslich ist, wenn ich gar 
nicht die Möglichkeit habe, einen Versuch damit anzustellen. 

Durch meine Erklärung ist die Sache aus dem Bereiche 
subjectiyer Möglichkeiten in das der objectiven Bestimmtheit 
erhoben. In der That : dass aus gewissen Sätzen ein anderer 
folgt, ist etwas Objectives, von den Gesetzen der Bewegung 
unserer Aufmerksamkeit Unabhängiges, und es ist dafür 
einerlei, ob wir den Schluss wirklich machen oder nicht. 
Hier haben wir ein Merkmal, das die Frage Überall ent- 
scheidet, wo sie gestellt werden kann, mögen wir auch im 
einzelnen Falle durch äussere Schwierigkeiten verhindert 
sein, zu beurtheilen^ ob es antrifit Das ist für die Sache 
selbst gleichgiltig. 

Wir brauchen nicht immer aUe Zwischenglieder Tom 
An£uigsgllede bis zu einem Gegenstande zu durchlaufen» am 
gewiss zu Sehl, dass er auf Jenes folgt. Wenn z. B» gegeben 
ist, dass in der f »Beihe b auf a und c auf h folgt» so 
klinnen wir nach unserer Erkllning schliessen, dass e auf a 
folgt» ohne die Zwischenglieder auch nur zu kennen. 

Durch diese Definition des Folgens in einer Beihe wird 
es allein möglich, die Schlussweise von n auf (n + 1), welche 
scheinbar der Mathematik eigenthfimlich ist, auf die allge- 
meinen logischen Gesetze zurnckzufnhren. 



§ 81. Wenn wir nnn als Beziehung <p diejenige haben, 

in welche m zu u gesetzt wird durch den Satz 

„n folgt in der natürlichen Zahlenreihe unmittelbar 
auf m," 

so sagen wir statt - Reihe"" „natüriicLe Zahlenreibe**. 
Ich definire weiter: 
der Satz 

folgt in der ^ - Reihe auf x oder y ist dasselbe 
wie x" 
sei gleiclibetleiitend mit 

„y gehört der mit x anfangenden Reihe an** 

und mit 

,,x gehurt der mit y endenden *p - Reihe an**. 
Demnach gehört a der mit n endenden natürlichen 
Zahlenreihe an, wenn n entweder in der natürlichen Zahlen- 
reihe anf a folgt oder gleich a ist*). 

§ 82. Es ist nun zu zeigen, dass — unter einer noch 
anzugebenden Bedingong — die Anzahl, welche dem Begriffe 
„der mit n endenden natttrliehen Zahlenreihe ange* 
hSrend*' 

ankommt, anf n in der natürlichen Zahlenreihe unmittelbar 
folgt. Und jdftmit ist dann bewiesen, dass es eine Anzahl 
giebt, welche auf n in der natflrlichen Zahlenreihe unmittelbar 
folgt, dass es kein letztes Glied dieser Reihe giebt Offenbar 
kann dieser Satz anf empirischen Wege oder durch Induction 
nicht begründet werden. 

Es würde hier zu weit führen, den Beweis selbst zu 
geben, ^ur .^^ein Gang mag kuiz angedeutet weiUeu. £s 
ist zu beweisen 

1. wenn a in der natüilicheu Zahlenreihe unmittelbar auf 
d iolgt, und wenn von d gilt: 



*) W<an n keine Anzahl ist» M gchSlt SUr S selbst der mit ■ ea- 
toUtea wtflrUcliea 2Blileareil&f an. Man ttoiM aivli Bicbt aa dem 
AattoMka!* 
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die Anzahl» wekbe dem Begriffe 
„der mit d endenden natfirlielien Zahlenreihe nnge* 
hSrend" 

ankommt, folgt in der nntariiehen Zahlenreihe nn- 
mittelbar anf d» 
so gilt aneh fon a: 

die Anzahl, welche dem Begriffe 

,,d<^r mit a endenden natttrüchen Zahlenreihe ange- 
hörend** 

zukoiuiüt, folgt in der iiatürUcbeu Zahlemeihe uu- 
mittelbar auf a. 

Es ist zweitens zu beweist i], dass von der 0 das gilt, 
was in tieu ebeu ausgesproclieueii Sätzen vüu d und von a 
ausgesagt ist, und dann zu folgern, dass es auch von n gilt, 
wenn n der mit 0 anfangenden natürlichen Zahlenreihe ange- 
hört. Diese Schlussweise ist eine Anwendung der Definition, 
die ich von dem Ausdrucke 

„y folgt in der natarlicben Zahlenreihe anf k*' 
gegehen hahe, indem man als Begriff P jene gemeinsame 
Aussage von d und von a» von 0 und von n nn nehmen hat. 

§ 83. Um den Satz (1) des vorigen § zn heweisen, 
mflssen wir zeigen, dass a die Anzahl Ist» welche dem Be* 
griffe M<^er mit a endenden natftrllchen Zahlenreihe enge« 
hdrendy aher nicht gleich a'* zukommt. Und dazu Ist wieder 
zn heweisen, dass dieser Begriä gleichen Umfonges mit dem 
Begriffe „der mit d endenden natürlichen Zahlenreihe ange- 
hörend" ist. Hierftlr bedarf man des Satzes, dass kein 
Gegenstand, welcher der mit 0 anfangenden natftrlicheü 
Zahleiireilje angehört, auf sich selbst in der natürlichen 
Zabltiireihe folgen kann. Dirs mnss ebenfalls mittels unserer 
Deänitiou des Folgens in einer Heihe, wie oben angedeutet 
ist, bewiesen werden*). 

*) S. Sduüder sekttait a. 0. & SS diewa ISeti tli Folge da« 
auch Midm toktevea Bcfdchmiagivcise iasesekca. Es aaelt rfch 
aaeh hier dar Uekclitnd benerklMtf', dtr mIm gtatt DtnttUeag ÜSMff 



Wir werden hierdurch gendthi^ dem Satze, daas die 
Anzahl, welcl&e dem Begriffs 

„der mit n endenden natttrliclien Zahlenreihe ange- 
bOrend'* 

zukommt, in der natürlichen Zahlenreihe unmittelbar auf d 
lölgt, die Bedingung hinzuzufügen, daza n der mit 0 an- 
fangenden natlirlicben Zahlenreihe angehöre. HierfOr ist eine 
kftnere Anadmckiiweise gebräuchlich, die ich nun erkläre: 

der Satz 

,,n gehöi t der mit 0 anfangenden natürlichen Zahlen- 
reihe an'* 

sei gleichbedeutend mit 

„n ist eine endliche Auzahl". 
Dann können wir den letzten Satz so ausdrQcken: 

keine endliche Anzahl folgt in der nat&rlichen Zahlenreibe 

auf sieb selber. 

Unendliche Anzahlen. 

§ 84. Den endlichen gegenüber öLeheu die unendlichen 
Änzahleu. Die Anzahl, welche dem Begiitfe ,, endliche An- 
zahl" zukommt, ist eine anendlicUe. Bezeicliiien wir sie 
etwa durch ooi ! Wäre sie eine eiuUiche, so könnte sie nicht 
auf sich selber iu der natürlichen Zahlenreihe folgen. Man 
kann aber zeigen, dass cx>i das thut. 

In der so erklärten unendlichen Anzahl ooi liegt nichts 
irgendwie Geheimnissvolles oder Wunderbares. „Die Anzahl, 
welche dem Begriffe F zukommt, ist ooi^' heisst nun nichts 
mehr und nichts weniger als : es giebt eine Beziehung, welche 
die unter den Begriff F fallenden Gegenstände den endlichen 



Sftclit beeiatilcbtigt, data wma idelt reelt weiss, ob die Zalil eis Zeichen 
iit, md wtt dann deeten Bedentuug, oder ob sie eben dleM Bcdeataag 
ist. Dttaiif, dtit man venchiedeae Zeichen festsetzt, sodass nie dasselbe 
wiederkehrt, Ibigt aocb eicbt, dati diese Zeichen aoeh VerKbiedenes 
bfd««tea. 
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Anssablen beiderseits eJndeniig xnonliiet Dies ist nadi 
onseren EiWrangen ein ganz klarer und nnsweideatiger 
Sinn; und das genflgt» mn den Gebrancli des Zeichens ooi sn 
mbtfertigen nnd ihm eine Bedentnng ta siehem. Bass wir 
uns keine Yorstelliing von einer unendlichen Anzahl bilden 
können^ ist ganz nnerheblicli und würde endliche Anzahlen 
ebenso ti'effen. Unseie Aiizaljl ooi liat auf diese Weise 
etwas ebenso BestimmtPS wie iigtutlHue endliche: sie ist 
zweifellos als dieselbe wiederzuui kennen und von einer andern 
zu unterscheiden. 

§ b5. Vor Kurzem bat G. Cautor in einer bemerkens- 
wert hen Schrift*) unendliche Anzahlen eingeführt. Ich stimme 
ibm darchans in der AVürdigung der Ansicht bei, welche 
überhaupt nur die endlichen Anzahlen als wirklich gelten 
lassen will. Sinnlich wahrnehmbar und rfiumlich sind weder 
diese noch die Brüche, noch die negativen, ii-rationalen und 
complexen Zahlen; und wenn man wirklich nennte was auf 
die Sinne wiikt, oder was wenigstens Wirkungen hat, die 
Sinneswahmehmuttgen xnr nfthem oder enifemtero Folgt 
haben k&nnen, so ist freilich keine dieser Zahlen wirklich. 
Aber wir brauchen auch solche Wahrnehmungen gar nidit 
als Beweisgründe für unsere Ijelir^tze. Einen Namen oder 
ein Zeichen, das logisch einwntfsfrei eingeführt ist^ künnen 
wir in unsem Untersuchungen ohne Scheu gehrauchen, und 
so ist unsere Anzahl ooi so gerechtfertigt wie die Zwei 
oder die Drei. 

Indem iclk hierin, wie icli ghiubfs mW Cantor überein- 
stimme, weiche ich doch in der Reneniumg etwas von ihm 
ab. Meine Anzahl nennt er „Mächtigkeit," während sein 
Begriff*^) der Anzahl auf die Anordnung Bezug nimmt. Für 



*) GrnudliM^ii einer aUgeuiciiu n ManuicUfaltigkeitslelire. Leipzig^, 

**) Diener Austh-nc-k kauu der früher hervorgehobenen Objectiyität 
des Begriflfea 1« widersprechen scheiaeii; aber sal^ectiT ist hier iiiur die 
Benennosg. 
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Endliche Anzahlen ergiebt sicli fivilicli doch eine Unab- 
hängigkeit von der Reihenfolge. da^^MM^t n nicht fftr nnemllidi* 
grosse. Nun eutliält der Spracligebiuncb des Wortes „Allzahl** 
und der Frage „wieviele?'* keine Hinweismig auf eine 
bestiminle Anunliiiing. Cantois Anzahl aiiiworlet vielnielii* 
auf die Fragte: „das wievielste Gli^d i» der Succesüiuu ist 
da«? Kiidglied?" Darum .scheint mir nirine nonemiiiug besser 
mit dem Sprachgebrauch e üliejcinzustininu'ii. Wenn mau die 
Bedeutung eines Wortes erweitert, so wird man darauf zu 
achten hüben, dass möglichst viele allgemeine Satze ihre 
Geltung behalten und zumal ho grundlegende, wie für die 
Auzabl die Unabhängigkeit von der Keihenfolge ist. Wir 
haben gar keine Erweiterung nOthig gehabt, weil unser 
BegriiT der Anzahl sofort auch uueudürhe Zahlen nmfasst. 

§ 86. liiu seine unendlichen Anzahlen zn gewiuneUi 
fQhrt Cantor den Heziehungsbegritf des Folgen» in einer 
Succesäiun ein, der von meinem „Folgen in einer Reihe*' 
abweicht» Nach ihm wttrde z. B. eine Succei&sion entstehen, 
wenn man die endlichen positiven ganzen Zahlen so aneignete, 
dass die nupaaren in ihi'er natflrlidien Reihenfolge fOr sich 
und ebenso die paaren unter sich anf einander folgten, femer 
festgesetzt Ware, dass jede paare auf jede unpaare folgen 
solle. In die:<er Successiou würde z. j'>. 0 auf 13 folgen. 
Ks wuiiic ubui keine Zahl unuiittelbar der 0 vorhergelien. 
iJies ist nun ein Fall, der iu dem von mir dtliuirten Folgen 
in der Reilie nicht vorkommen kann. Man kann streiig be- 
weisen, ohne ein Axiom der AiiMhauunt^ zu benutzen, dass 
wenn y auf x in der f -Keihe folgt, es einen Gegnustaiid 
giebt, der in dieser Keihe dem 3* unmittelbar vorhergeht. 
Alir si-heinen nun genaue Definitionen des Folgens iu der 
3uccei:siün und der cautor.<<cheu Anzahl noch zu fehlen. So 
beruft sich Cantor auf die etwas geheirouissvuUe „innere 
Anschaumig,** wo ein Beweis ans Definitionen anzustreben 
und wohl auch möglich wäre. Denn ich glaube vorauszu- 
sehen^ wie sich Jene Begriffe bestimmen Hessen, Jedenfalls 
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will icb flui*ch diese Bemerk ungen. deren Berechtigung und 
Frucbtbaiktiit durchaus nicht angreifen. Im Gegentheil be- 
grttsse icli in diesen Untersnchungeu eine Erweiterung der 
Wissenschaft besonders deshalb, weil durch sie ein rein 
arithmetischer Weg zu hüUern nnendticligrossea Anzahlen 
(Mächtigkeiten) gebahnt ist 

V. Schlust. 

§ 87. Ich hoffe in dieser Schrift wahracheinllch gemadit 
zu haben, dass die atithmeilschen Gesetze analytische Urthelie 
und folglich a priori sind. Demnach w&rde die Arithmetik 
nur eine weiter ausgebildete Logik, jetler arithmetische Sati 
ein logisches Gesetz, jedoch ein alHf^eleitetes sein. Die An* 
Wendungen der Arithmetik zur Natm-ericlftmng wftren logische 
Beai beitungen von beobachteten Thatsachen*); Rechnen wäre 
Schlussfülgern. Die Zahlgesetze werden nicht, wie Bau- 
mann**) meint, eine praktische Bewälining nöthig haben, ' 
om iu der Aussenwelt anwendbar zu seiu; denn in der 
Aussenwelt, der Gesaninitbeit des Käumlieben, giebt es keine 
Begrilfe, keine KigenselKilten der Be;^riffe, keine Zahlen. 
Also sind die Zahlgesetze nicht eigentlich auf die äussern 
Dinge anwendbar: sie sind nicht Natui-gesetze. Wohl aber 
.sind sie anwendbar auf Urtheile, die von Dingen der Aussen- 
welt gelten: sie sind Gesetze der Naturgesetze. Sie be- 
liaupten nicht einen Znsammenhang zwisclien Naturerschei- 
nungen, sondern einen solchen zwischen Urtheüen; nnd in 
diesen gehören anch die Natnigeseti«; 

S 88. Kant***) hat den Werth der analytischen UrtheOe 
offenbar — wohl in Folge einer zu engen Begiiffsbestimmnng 
— unterschützt, obgleich ihm der hier benutzte weitere Begriff 



*) r>a<; Beulachteu scUUesat %elh*t itcbuit eiue logidi'ke Tiiätigkeit eia. 
A. a. ü. Bd. Ii. S. 671). 
••♦) a. 0. lU S. 39 tt. ff. 

7* 
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Yorgescbwebt zu lial>en scheint*). AViim man seine Deft- 
uition zu Gninde legt« ist die Eiutlieiluiig in analytische 
und synthetische Clrtheile nicht erschöpfend. Er denltt an 
den Fall des allgenieiu bejahendeu Urtheils. Dann kann 
man von einem Snbjectsbegiiffe reden und fragen, ob der 
Prädicatshpgriff in ibm — zufolge der Definition — «ntbalten 
sei. Wie aber, wenn das Subject ein einzelner Gegenstand 
ist? wie, wenn es sich um ein Ezistentialurtheil handelt? 
Dann kann in diesem Sinne gar nicht von einem Subjects- 
begriffe die Rede sein. Kant scheini den Begiiff dorch 
beigeordnete Merkmale bestimmt zn denken; das ist aber 
eine der am wenigsten fruchtbaren Begrilfobildnngen. Wenn 
man die oben gegebenen Definitionen überblickt, so wird 
man kaum eine 7on der Art finden. Dasselbe gilt auch von 
den wirklich fhiditbaren Definitionen in der Hatkematik 
z. B. der Stetigkdt einer Function. "Wir haben da nicht 
eine Reihe beigeordneter Merkmale, sondern eine innigere, 
ich möchte sagen oi*ganiscbere Verbindung der Bestimmungen. 
Man kann sich den Uuterschied durrh ein geometrisches 
Bild anschaulich machen. Wenn man die Begriffe (oder ihre 
Urofänge) durch Bezirke einer Ebene darstellt, so entspricht 
dem durch beigeordnete Merkmale definirten Bigiitfe der 
Bezii'k, welcher allen Bezirken der ^lerkmale gemeinsam ist; 
er wird durch Tlieile von deren Betpenzungen umschlossen. 
Bei einer solchen Definition handelt es sich also — im Bilde 
2u sprechen — dai'um, die schon gegebenen Linien m neuer 
Weise zur Abgrenzung eines Bezirks zu verwendend). Aber 
dabei kounnt nichts wesentlich Neues zum Vorschein. Die 
fruchtbareren Begriflfsbestimmnngen ziehen Grenzlinien, die 
noch gar nicht gegeben waren. Was sich aus ihnen scbliessen 
lasse^ ist nicht Ton Tomherein au ftberseben; man holt dabei 

*) S. 43 sagt er, das» ein syntbetiseber Satz unr dann nach dem 
8atie WIdenprachs eingesehen werden kann, wenn eia andrer sya* 
Octiiefaeff Sats Tonaigeietst wlid. 

**) 2beii«, w«ui die Mcitanalw teck .ute" Tdbuidea tiad. 
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nicht dnfach aas den Kasten wieder herana, was man binein- 
gelegt hatte. Diese Folgerungen erweitein unsere Kenoi- 
nisse, und man sollte sie daher Kant zufolge f&r synthetiseh 

halten; dennoch können sie rein logisch hewiesen werden 

und i^ind also analytisch. Sie sind in der Tiiat in den Defi- 
nitionen tiitlialten, aber wie die Pflanze im Samen, nicht 
wie der Balken im Hause. Oft braucht man iiiehre Defini- 
tionen zum Beweise eine« Satzes, der folglich in keiner 
einzelnen enthalten iüt und doch aus allen zusammen r^ 
logisch folgt. 

§ 89. Ich muss auch der Allgemeinheit der Behauptung 
Kants^) widersprechen: ohne Sinnlichkeit würde uns kein 
Gegenstand gegeben werden. Die Null, die Eins sind Gegen- 
stände, die uns nicht sinnlich gegeben werden können. Auch- 
Diejenigen, welche die kleineren Zahlen f&r anschaulich halten, 
werden doch einrämnen müssen, dass ihnen keine der Zahlen» 
die grosser als 1000 sind, anschavUch gegehett 

werden können, und dass wir dennoch Mancherlei Ton ihnen 
wissen. Vielleicht hat Kant das Wort „Gegenstand* in 
etwas anderm Sinne gebraucht; aber dann fallen die Nnlli 
die Eins, unser coi ganz ans seiner Betraditung heraus; 
denn Begriffe sind sie auch nicht, und anch von Begriffen 
Terlaugt Kaut*), da^s mau ihnen den Gegenstand in der 
Anschauung beirüge. 

Um nicht den Vorwurf einer kleinlichen Tadelsacht 
gegenüber einem Geiste atif mich zu laden, zu dem wir nur 
mit dankbarer Bewuuderunj^^ aufblicken können, glaube ich 
auch die Uebereinstimmnug hervorheben zu müssen, welche 
weit überwiegt. Um nur das hier zunächst Liegende zu 
berühren, sehe ich ein grosses Verdienst Kants darin, dass 
er die Unterscheidung von synthetischen nnd analytischen 
Urtheiien gemacht hat. Indem er die geometrischen Wahr^ 
heiten synthetisch und a iiriori nannte, liat er ihr wahret 
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Wesen enthliUt. Und dies ist noch jetzt werth wiederholt 
7A\ werden, weil es noch oft verkannt wird. Wenn Kant 
sich hinsichtlich der ArithmeMk geirrt bat, so thut das, 
glaube ich, seinem Verdienste keinen wesentlichen Eintrag. 
Ibm kam es darauf an» dass es syntbetiscbe Urtbeile a priori 
giebt; ob sie nur in der Geometrie oder auch in der Arith- 
metik vorkommen» ist von gei-ingerer Bedentang. 

% 90. Ich erhebe nicht den Ansprach» die analytische 
Natnr der arithmetisehen Sätxe mehr als wabrschehilich 
gemacht an haben, weil man immer noch sweifeln kann» ob 
ihr Beveis ganz ans rein logischen Gesetzen gefdhrt werden 
könne» ob lüch nicht irgendwo ein Beweisgrund andrer Art 
unvermerkt einmische. Dies Bedenken wird auch durch die 
Andeutungen nicht vollständig entkräftet, die ich für den 
Beweis einiger Sätze gegeben habe; e.s kaim nur durch eine 
lückenlose Scl]lut.skette gehoben werden, sodass kein Sehritt 
geschieht, der nicht einer von wenigen als rein logisch an- 
erkaiäiiten Schlussweisen gemäss ist. So ist bis jetzt kaum 
ein Beweis fuhrt worden, weil <ler Matlieinatiker zufrieden 
ißt, wenn jeder Uebergang zu einem neuen Urtbeile als 
lichtig einleuchtet, ohne nach der Natnr dieses Einleucbtens 
zu fragen, ub es logisch oder anschaulich sei. Ein solcher 
Fortschritt ist oft sehr zusammengesetzt und mehren ein- 
fachen Schlüssen gl eich werthig, neben welchen noch aus der 
Anschauung etwas einfliessen kann. Man geht sprungweise 
vor, und daraus entsteht die scheinbar überreiche Mannich- 
laltigkeit der Schlussweisen in der Mathematik; denn Je 
grosser die Sprünge sind, desto vielfachere Combinationen 
aus ein&chen Schlüssen und Anschauungsaxiomen kGnnen 
sie vertreten. Dennoch leuchtet uns du solcher Uebergang 
oft unmittelbar ein^ ohne dass uns die Zwischenstufen zum 
Bewusstsein kommen, und da er sich nicht als eine der an- 
erkannten logischen Schlussweiseo darstellt» sind wir sogleich 
berritf dies Einleuchten für du anschauliches und die er- 
schlossene Wahrhdt Ihr eine synthetische zn halteui auch 
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dann, wenn der Geltung&beieich offenbar über das An- 
schauliche hinausreicbt. 

Auf diesem AVege ist es nicht möglich, das auf An- 
schauung beruhende Syulhetiische von dem Analytischen rein 
zu scheiden. Er gelragt so auch nicht» die Axiome der 
Anschauung mit Sicherheit vollständig znsammenznstellen, 
sodass jeder mathematische Beweis allein aus diesen Axiomen 
nach den logischen Gesetzen geftthrt werden kann. 

§ 91. Die Fordening ist also unabweisbar, alle Spi iiuge 
in der ^schlussfolgerung zu vermeiden. Dass ihr so schwer 
7.n genügen ist, Hegt an der Langwierigkeit eines schritt- 
weisen S^orgeliens. Jeder nur etwas verwickeitere Beweis 
droht t^iue uiigvheuerliihe Länge anzunehmen. Va/jU. kommt, 
da^{> die übergro.sse MHiiiiichfaltigkeit der in der Sprache 
ausgeprägten logij^i'hen Formen es ersibwert, einen Kreis 
von Scblusjsw t is( u al»zugrenzen, der für alle Fälle genügt 
und leicht zu uleibi ljen ist. 

Um diese lebelstände zu vermindern, habe ich raeine 
Begriööschrift erdacht. Sie soll grobiiere Kürze und üeber- 
sicbtlichkeit des Ausdrucks erzielen und sich in wenigen 
festen Formen nach Art einer Rechnung bewegen, sodass 
kein Uebergaug gestattet wird, der nicht den ein für alle 
Mal aufgestellten Regeln gemäss ist*). Es kann sich dann 
kein Beweisgrund unbemerkt einschleichen. Ich habe so» 
ohne der Ansdiauung ein Axiom zu entlehnen, einen Sats 
bewiesen*'"), den man beim ei*sten Blick für einen synthetischen 
halten mochte, welchen ich hier so aussprechen will: 

Wenn die Beziehung jedes Gliedes einer Reihe 
nächstfolgenden eindeutig ist, und wenn m nmt y in dieser 
Reihe auf x folgen, so geht y dem m in dieser Reihe vorher 
oder fällt mit ihm zusammen oder folgt auf m. 



*) Sic üoll jciliH Ii 11 h lit nur die loyisclif^ Fonu wie die Ijunlcsrh* 
B«z<»i» hiiiingsweis»', sniitleru audi einen Inh;ilt ans/mirui ken im Staude sein« 

Begrifftisüurift, UaUe a/S. Ib79, S. »0, Formel 103. 



Ans diesem Beweise kann man erseben, dass Sätze, 
welche unsere Kenntnisse erweitern, enalytiscbe Urtheüe 
enthalten kdnnen*)* 

Andere Zahlen. 

§ 92. Wir babeu unsere Betrachtung: bisher auf die 
Anzahlen beschränkt. Werfen wii- nun noch einen I^lick 
auf die andern Zableugattungen und versuchen wir fiir dies 
weitere Feld nutzbar zu macheni was wur auf dem engem 
erkannt haben! 

Um den Sinn der Fitige nach der Möglichkeit einer 
gewissen Zahl klar zu machen, sagt Hankel*'*'): 

„Ein Bing, eine Substanz, die selbständig ausserhalb 
des denkenden Subjects und dei' sie veranlassoiden Objecte 
ezistirte, ein selbständiges Friucip, wie etwa bei den Pytha- 
goräern, ht die Zahl heute nicht mehr. Die Frage von 
der £zistenz kann daher nur auf das denkende Snbject oder 
die gedachten Objecte, deren Beziehungen die Zaiüen dar- 
stellen, bezogen werden. Als unniüglicb gilt dem ^Mathema- 
tiker streng genommen nur das, mhs logisch unmöglich ist, 
d. Ii. sich selbst widerspricht. Dass in diesem Sinne un- 
mögliche Zahlen nicht zugelas.sen werden können, bedaif 
keines Beweises. Sind aber die leiieilnulen Zahlen logisch 
möglich, ilu' Begriff klar und . bestimmt detiuirt und al&o 



*) Die^eu Beweis wird man iniiucr noch viel zu weitlinfig fiiidai, 
ein Naehtbeil, der vielleicht die fast unbedingte Sicherheit vor einem 
Fehler oder eiuer Lttcke mehr al:i aufrnwiegen scbeiut Mein Zweck 
war damals Alles aiifdie niöirlichst geringe Zahl von müglithtft einfachen 
logistlicu (jCücLzen zurüvkzulührcn. Infulge dessen wendete ich nnr 
eine einzige Schlutjüweiäe an. leb wie« aber schon damals im Vorworte 
8* VII darauf Mb, das« flir die weitete Anwendnaff et «ich eni|ife]ilta 
wttnle, nelur SchlmMweiten sninlaaieii. Diee kuia geitflielmi ohne der 
Bündigkeit der ScUuüükette n «ihadeai aad lo lisit siuh efaie bcdrni- 
teude Abkürzung erreichen. 

**i A. a. O. & 6 a. 7. 
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ohne Widerspruch, so kaiin jene Frage nur darauf hinans- 
kommen, ob es im Gebiete des Realen oder des in der An- 
schauung Wirklichea, des Actiiellen ein Substrat derselbeiii 
ob es Objecte gebe, aa welchen die Zahlen, also die intellee-- 
tuellen Beziehungen der bestimmten Alt zur Erscheinang 
kommen''. 

§ 08. Bei dein ersten Satze kann man zweifeln, ob 
nach Hanke! die Zahlen in dem denkenden Snbjecte oder 
in den sie veranlassenden Objecten oder in bdden ezistiren. 
Im räumlichen Sinne sind sie jedenfalls weder innerhalb noch 
ausserhalb weder des Subjects noch eines Objects. Wohl 
aber sind sie in dem Sinne ausserhalb des Subjects, dass sie 
nicht i^ubjcctiv sind. "VVäbreud jeder nur seinen Schmerz, 
spine Lust, seinen Hunger fühlen, seine Ton- und Farben- 
eniitfiiidungen habi n kann, können die Zahlen gemeinsame 
Gegenstände für N'itle sein, und zwar sind sie für Alle 
genau dieselben, nicht nur mehr oder minder ähnliche innere 
Zustände von Verschiedenen. AVenn Hankel die Frage von 
der Existenz auf das denkende Subject bezieben will, so 
scheint er sie damit zu einer psychologischen zu machen, 
was sie in keiner AVeise ist. Die Mathematik beschäftigt 
fiich nicht mit der Natur unserer Seele, und wie irgend- 
welche psychologische Fragen beantwortet werden, mnss Ar 
sie Tdllig gleichgiltig sein. 

§ 94. Auch dass dem Mathematiker nur, was sick 
selbst widerspricht, als nnmdglich gdte, mnss beanstandet 
werden. Ein Begiiff ist zulässig, auch wenn sdne Merkmale 
einen AVidersximch enthalten; man darf nur nicht Toraia* 
setzen, dass etwas unter ihn falle. Aber daraus, dasa der 
Begriff keinen AViderspruch enthält, kann noch nicht ge- 
schlössen werden, dass etwas unter ihn falle. AVie soll man 
übrigens beweisen, dass ein Begriff keinen AViderspruch ent- 
halte? Auf der Haud liegt das keineswegs immer; daraus, 
dass man keinen A\'iderspruch sieht, folgt nicht, dass keiner 
da itit, und (Us Üestimmtheit DeMtion (eistet kein« 
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Gewähr dafür. Uankel beweist*), dass ein hoheies be- 
grenztes complexes Zalileiisy.stem als das gemeine, das allen 
Gesetzen der Addition un<l MultlijUcatioii unterworfen wäre, 
einen Widerspruch entliält. Das uiuss eben bewiesen werden; 
man sieht es nicht sogleich. Bevor dies geschehen, könnte 
immerhin Jemand unter Benutzung eines solchen Zahlen* 
Systems zu wunderbaren Ergebnissen gelangen, deren Be- 
gründang nicht schlechter wäre^ als die, welche Haukel**) 
von den Determinantensätzen mittels der alteruiienden Zahlen 
giebt; denn wer hiii-gt dafür, dass nicht auch in deren Be- 
griffe ein verstecktet* Widerspruch enthalten ist? Und selbst, 
wenn man einen solchen allgemein für beliebig viele alter- 
nirende Einheiten ansschliesseu könnte, würde immer noch 
nicht folgen, dass es solche Einheilen gebe. Und grade 
dies branchen wir. Nehmen wir als Beispiel den 18. Satz 
des 1. Buches vuu Euklids Elementen: 

In jedem Dreiecke liegt der giosbern Seite der grössere 
Winkel gegenüber. 

Um das zu beweisen, tragt Euklid auf der ffrossern 
Seite AC ein Stück AD gleich der kleinern Seite AB ab 
und beruft sich dabei auf eine frühere Construction. Der 
Beweis würde in sich zusammenfallen, wenn es einen solchen 
Funkt nicht gäbe, und es genügt nicht, dass man in dem 
Begriffe „Punkt auf AC, dessen Entfernung von A gleich 
B ist'' keinen Widerspruch entdeckt. Es wird nun B mit 
Jy verbunden. Auch dass es eine solche Gerade giebt^ ist 
ein Satz, anf den sich der Beweis stützt. 

§ 96. Streng kann die Widersiiruchslosigkeit eines 
Begriffes wohl nur durch den Nachweis dargelegt werden, 
dass etwas unter ihn falle. Das Umgekehrte würde ein 
FeUmr sein* In diesen verföllt Hankel, wenn er in Bezug 
anf die Gleichung x + b =s c sagt***) : 

♦) A.T. O. S. 106 «, 107. 

♦♦) A. a. 0. § 85. 

***) A. a. O. ä. 6. Achulicb Kosiiak, a. a. ü. 17 uuten. 
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,,Es lie^ anf der Hand, fia.^s es, wenn b 7 c ist, keine 
Zahl X in der Reihe 1, 2, 3. . . . giebt, welcbe die betreffende 
Aufgabe löst: die Subtraction ist dann unmöglich. Nichts 
hindert uns jedoch, dass wir in diesem Falle die Differenz 
(c— b) als ein Zeichen ansehen, welches die Aufgabe löst, 
und mit welchem genau io sn operiren ist, als wenn es eine 
nnmerische Zahl aus der Beihe 1, 8, 9, . • . wäre.'' 

Uns bindert allerdings etwas (8— 3X ohne Weiteres 
als 2Seichen ansosehen, welches die Angabe last; denn ein 
leeres Zeichen löst eben die Aufgabe nicht; ohne einen Inhalt 
ist es nur Tinte oder Dmekersehwfirze anf Papier, hat als 
solche physikalische Eigenschaften, aber nicht die, um S 
vei mehrt S zw geben. Es wäre eigentlich gar kein Zeichen, 
und sein Gebranch als solches wäre ein logischer Fehler. 
Auch in diiii Kalle, wo c b, ibt nicht das Zeichen („c — b") 
die Lösung der Auigabe, sondern dessen Inhalt. 

§ 96. Ebensogut könnte mau sagen: unter den bisher 
bekannten Zahlen giebt es keine, welcbe die beiden Gleichungen 

z+ls9undz + issi 

augleich beledigt; aber nichts hindert uns ein Zeichen ein- 
znittbren, das die Aufgabe löst. Man wird sagen: die Auf- 
gabe enthält ja einen Widerspruch. FreOich, wenn man als 
Lösnng eine reelle oder gemeine compleie Zahl Terlangt; 
aber erweiteni wir doch nnser Zahlsysiem, schaffen wir doch 
Zahlen, die den Anforderungen geniigen! Warten wir ab, ob 
uns jemand einen Widei tsprucli nachweist ! Wer kann wissen, 
was bei diesen neuen Zahlen möglich ist? Die Eindeutigkeit 
der Subtraction werden wir dann freilich nicht aufrecht er- 
lialten können; aber wir iiiiisseu ja auch die Eindeutigkeit 
des Wurzelziehens aufgeben, wenn wir die negativen Zahlen 
einführen wollen; durch die complexen Zahlen wird das 
Logaiithmiren vieldeutig. 

Schaifen wir auch Zahlen, welche divergirende Reihen 
an snmmiren gestatten 1 Neinl auch der Mathematiker kann 
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nicht beliebig etwas schaffen, so wenig wie der Greograph; 
auch er kann nur entdecken, was da ist, und es benennen. 

An diesem Irrthum krankt die formale Theorie der 
Brüche, der negativen, der coinidexen Zahlen*). Man stellt 
die Forderung, dass die bekannten Rechnungsregeln fiir die 
neu eiu zuführenden Zahlten iiiöglichst erhalten bleiben, und 
leitet daraus allgemeine Eigensrliafieii und Beziehungen ah. 
Stösst man nir<^euds auf einen Widerspruch, so hält man 
die Einführung der neuen Zahlen für gerechtfertigt, als ob 
ein Widei'spruch nicht dennoch irgendwo versteckt sein 
könnte, und als ob AViderspruchslosigkeit schon Existenz wäre. 

§ 97. Bass diesei' Fehler so leicht begangen wird, 
liegt wohl an einer mangelhaften Unterscheidung der Begriffe 
von den Gegenständen. Nidits hindert uns, den Begriff 
„Quadratwurzel aus ^1** zu gebrauchen; aber wir sind 
nicht ohne Weiteres berechtigt, den bestimmten Artikel davor 
zu setzen und den Ansdi'uck ,|die Quadratwurzel aus — 1" 
als eben sinuToUen anzusehen. Wir können unter der Vor* 
aussetzung, dass i* =s 1 sei, die Formel bewetsen, durch 
welche der Sinns dnes Yiel&chen des Winkels « durch 
Sinns und Cosinus von u selbst ansgedrfiekt wird; aber 
wir dürfen nicht vergessen, dass der Satz dann die Bedingung 
i' = — i mit sich fährt, welche wir nicht ohne Weiteres 
weglassen dürfen. Gäbe es gar nichts, dessen Quadrat — 1 
wäre, so brauchte die Gleichuug kraft unseres Beweises nicht 
richtig zu sein**), weil die Bedingung = — 1 niemals 
erfüllt wäre, von der ihre Geltung abhängig erscheint Es 
wäre so, als ob wir in einem geometrischen Beweise eine 
Hilfslinie benutzt liHlten, die gar nicht gezogen werden kann. 

§ 99. Hankel *'^) führt zwei Arten von Opei'ationen 
ein, die er l^^tische und theüsche nennt» und die er durch 

*) AebaUdi stellt e« bd GAutora unoidlitihM ftiiihlna 
. **) Xvt ehMB aaden Weg« mOchte nie hmmriifai itvng IwwieMB 

werden könneu. 

•**) A. O. & 18p 



Digitized by Google 



109 



gewisse Eigenscluiften bestimmt, welche diese Operationen 
liaben sollen. Dagegen Ist nichts zn sagen, so lange man 
nur nicht vumussetzt, dass es solche Operationen und Gegen- 

?;täu(le giebt, welche deren Ergebnisse sein können*). Später**) 
bezeichnet er eine thetische, v ollkuinmen eindeutige, associ- 
ative Opnation durch (a + b) uiül tlie entsprechende ebenfalls 
vulikoiiimeii eindeutige lytische durcb (a — b). Eine solche 
Operation? welche? eine beliebige? dann ist dies keine De- 
finition von (a + b); und wenn es lum keine giebt? Wenn 
das Wort ..Atldition*^ noch keine Bedeutung hätte, wäre es 
logisch zulässig zu Fügen: eine solclie Operation wollen wir 
eine Addition nennen; aber man darf nicht sagen: eine solche 
Operation soll die Addition heissen und dnrch (a + h) be- 
zeichnet werden, bevor es feststeht, dass es eine nnd nur 
eine einzige giebt Man daif nicht auf der einen Seite einer 
Befinitionsgleichang den unbestimmten nnd anf der andera 
den bestimmten Artikel gebrancbeu. Dann sagt flankel 
ohne Weiteres: „der Itfodnl der Operation*', ohne bewiesen 
zn haben, dass es einen und nur einen giebt 

§ 99. Kurz diese rein formale Theorie ist nnzoreichend. 
Das WerthToUe an ihr ist nur dies. Man beweist, dass 
wenn Operationen gewisse Eigenschaften wie die Associati- 
vität und die Commutativität haben, gewisse Sätze von ihnen 
gelten, ^fan zeigt nun, dass die Addition und Mnltiplication, 
welche u)an schon kennt, diese Eigenschaften haben, und 
kann nun sofort jene Sätze von ihnen aussprechen, ohne den 
Beweis in jedem einzelnen Falle weitläufig zu wiederholen. 
Erst duiTh diese Anwendung auf anderweitig gegebene Ope- 
rationen, gelangt man zu den bekannten Sätzen der Arith- 
metik. Keineswegs darf man aber glauben die Addition 
und die Mnltiplication aul diesem Wege einführen zn kOnneD* 



*) Das llmt Hsnkel dgeatlich acbon dnidi dea 0«liitick der 
Gleichaag e (e, h) « a. 

A« a. O. & 99.' ' 
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^an giebt nur eine Anleitung fQr die Definitionen, nicht 
diese selbst Man sagt: der Name „Addition'' soll nur einer 
thetiscbeD, vollkommen eindeutigen, assocUiiven Operation 
gegfiben werden, womit diejenige, welche nun so lieissen soll, 
noch gar nicht augegeben ist. Danach stände nichts im 
Wege^ die MoltipltcaUon Addition xu nennen und durch 
(a + b) zn bezeichnen, nnd niemand kdnnte mit Bestimmtheit 
sagen, ob 8 + 3 5 oder 6 wäre. 

§ 100. Wenn wir diese rein formale Betrachtnngs* 
weise aufgeben, so kann sich aus dem Umstände, dass gleich- 
zeitig mit der Einftthrung von neuen Zahlen die Bedeutung 
der worter „Summe** nnd „Prodnet** erweitert wird, ein 
Weg darzubieten scheinen. Man nimmt einen Gegenstand, 
etwa den Moiul, und eiklärt : dt r Mund mit sich selbst 
inulti])lidit sei 1. Dann lieben wir in dem Monde eine 
Quadratwurzel aus — 1. Die^-e Eiklilrung s<beint gestattet, 
weil aus der bisherigen Bedeutung der Multiplication der 
Sinn eiue:5 solchen Products noch ^ar nicht hervorgeht und 
also bei der Erweiteiuug dieser Bedeutung beliebig festge- 
setzt werden kann. Aber wir brauchen auch die Producte 
einer reellen Zahl mit der Quadratwu-zel aus — 1. Wählen 
wir deshalb lieber den Zeitraum einei' Secuude zu einer 
Quadratwurael aus — 1 und bezeichnen ihn durch il Dann 
werden wir unter 3 i den Zeitraum von 3 Secunden verstehen 
n. s. w.*) Welchen Gegenstand wei-den wir dann elwa 
durch 2 + 81 bezeichnen? Welche Bedeutung wttrde dem 
Pluszeichen in diesem Falle zu geben sein? Nun das muss 



Mit demselbeu Recltte küuuteu wir aucU ein gewisie« Electricitfttii- 
qaratUD, eiaen gewitten FlftclwaiMkmlt n. i. w. in Qnaitatwantli am 
" 1 wiUcD, B<l«ii«ii diese vencliiedeneB Wuneln dmii anek eelbttTef- 
ftiadlich venehiedeii besdchaea. Datt ana lo beliebig vtde Qatdiat- 
wancla aua — l »ckeiubar scbaffeo kann, wird weniger TerwunderHch, 
wenn mau ledeukt, dasü «lie Bedeutung der Quadratworsel nicht schon 
Tur diesen Feüt Setzungen uaTerftnderUch feststand, sundeni duicb eie 
erst mitbestimmt wird. 
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allgemein ffstgeftetxt vreitlen, was freilich niclit leicbt sein 
wiixl. Duell nehmen wir einmal an, «lass wir allen Zeichen 
von ilt*r Form a h bi einen Sinn gesichert hätten, und zwar 

eiueii sulchen, dasK die bekannten Adilitionssatze gelten ! 

Uauu iniisslen wir ferner festsetzen, dass allgemein 

(a i-bi) (c + di) = ac — bd fi (ad + bc) 

sein solle, wodm-ch wir die Mnlti|dieation weiter bestimmen 
wttrden. 

§ IUI. Nun könnten wir die Formel für tos (na) 
l)ewei.sen. wenn wir wiissteu. Uass ans der ( ! liUeit com- 
l>le.\ei ZaliltMi die rileitdilieil der itudleii Tlieilt^: lolgl. Das 
luü.sste aus dem Sinne von aH lii hei voigelin. den wir hier 
als vorhanden aiig* n umuMi haben. Der Beweis würde nur 
liir den Sinn der coniiilcxen Zahlen, ihrer 8niimieu und Pro- 
duete {gelten, den wir festget^etzt liaben. Da nun lür ganzes 
reelles n und reelles a i gar nicht mehr in der Gleichung 
voikounnt, so ist mau versucht zu scbliessen : also ist es 
ganz gleidigiltig, ob i eine Secnnde, ein Millimeter oder 
was sonst bedeutet, wenn nnr unsere Additions* und Multi- 
plicationssatze gelten; auf die allein kommt es an; nm dat 
liebrige brauchen wir uns nicht zu kümmern. Vielleicht 
kaim man die Bedeutung von a + bi, von Summa nnd Pro- 
dnct in vei'scbiedener Weise so festsetzen, dass jene Sit» 
bestt^ben bleiben; aber es ist nicht gleicbgiltig, o\> man Über- 
haupt einen solchen Sinn für diese AnsdiUcke finden kann« 

§ 102. Man tUnt oft so, als ob die blosse Forderung 

schon ihre Erfüllung wtire. Man fordert, dass die Subtrac- 
tion* , die Division, die Radicirung immer ausführbar seien, 
und glaubt damit genug gethan zu haben. AVarum fordert 
man nicht auch, dass dun h beliebige drei Punkte eine Gerade 
gezogen weide? AVarum fordejt man nicht, dass für ein 
dreiilimensionales eomplexes Zahlensystem .«ämmtliche Addi- 
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tioDS- und ÄriiUiplicationssätze gelten wie fftr ein reelles? 
"Weil Jiese Foiderung einen Widerspruch enthält. Ei so 
beweise man denn erst, dass jene andern Forderungen keinen 
Widerspruch enthalten! Ehe man das gethau bat, ist alle 
vielerstrebte Strenge oichU als eitel Schein und Daost 

In einem geometrisehen Lelirsatze kommt die znm Be- 
weise etwa gesehene Hilfslinie nicht vor. Yielleiclit sind 
mehre möglich t. B., wenn man einen Ponkt willkflbriieli 
wählen kann. Aber wie entbehrlicli anck Jede einzelne sdn 
mag» so hingt doch die Beweiskraft daran, dass man eine 
linie von der verlangten Beschaffenheit ziehen könne. Die 
blosse Forderung genügt nicht. So ist es anch in nnserm 
Falle Ittr die Beweiskraft nicht gleichgiltig, oh Ma + hi*< 
einen Sinn hat oder blosse Druckei-schwärze ist. Es rdcht 
dazu nicht hin, zu verlangen, es solle einen Sinn haben, 
oder zu sagen, der Sinn sei die Summe von a und bi, wenn 
man nicht vorher erklärt hat, was „Summe" in diesem Falle 
bedeutet, und wenn man den Gebrauch des bestimmten 
Artikels nicht gerechtfertigt hat. 

§ 103. Gegen die von uns versuchte Festsetzung des 
Sinnes von „i*^ lässt sich freilich Manches einwenden. Wir 
biingen dadurch etwas ganz Fremdartiges» die Zeit» in die 
Arithmetik. Die Secunde steht in gar keiner innem Be- 
ziehung zn den reellen Zahlen. Die Sätze, welehe mittels 
der complezen Zahlen bewiesen werden, w&rden Urtheile 
a posteriori oder doch synthetische sein, wenn es keine 
andere Art des Beweises gäbe, oder wenn man fttr i keinen 
andern Sinn finden könnte. ZnnSchst mnss Jedenfalls der 
Versuch gemacht werden, alle Sätze der Arithmetik als ana* 
lytische nachzuweisen. 

Wenn Kossak*) in Bezug auf die complexe Zahl sagt: 

y,Sie ist die zusammengesetzte Yorstellang von ver- 
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schiedenailigen Gruppeii unter einauder g^leicher Element«*)", 
so scheint er damit die Eiumiscluing von Fi enuhii tigern ver- 
mieden zu haben; aber er scheint es auch nur infolge der 
Unbestimmtheit des Ausdrucks. Man erhält gar keine Ant- 
wort darauf, was 1 + i eigentlich bedeute: die VorsteiluDg 
eines Apfels und einer Birne oder die vou Zahnweh und 
Podagra? Beide zugleich kann es doch nicht bedeuten, wefl 
dann 1 + i nicht immer gleich 1 + i wäre. Man wird sagen: 
das kommt auf die besondere Festsetenng an. Nun, dann 
haben wir anch in Ko8sak*8 Satse noch gar keine Definitfon 
dei' eomplexen Zahl, sondern nur eine allgemelnft Anleitung 
dasn* Wir brauchen aber mehr; wir müssen bestimmt wisseiit 
was „i" bedeutet, und wenn wir nun Jener Anleitung folgend 
sagen wollten: die Vorstellung ehier Birne, so würden wir 
wieder etwas Fromdartiges in die Arithmetik einführen. 

Das, was man die geometrische Darstellung complexer 
Zahlen sn nennen pflegt, hat wenigstens den Vorzug tot 
den bisher betrachteten Versuchen, dass dabei 1 und i nicht 
ganz ohne Zusammenhang und ungleichartig erscheinen 
sondern dass die Strecke, welche man als Darstellung von i 
betrachtet, in einer gesetzmässigen Bezieliuug zu der Strecke 
steht, durch welche 1 dargesilellt wird. Uebrigens ist es 
genau genommen nicht richtig, dass hierbei 1 eine gewisse 
Strecke, i eine zu ihr senkrechte von gleit liti- I^äiige bedeute, 
sondern „1" bedeutet überall dasselbe. Eine complexe Zahl 
giebt hier an, wie die Strecke, welche als ihre Dai*stellnng 
gilt, aus einer gegebenen Strecke (Einheitsstrecke) durch 
YervieirAltigung, Theilung und Drehung**) hervorgeht. Aber 
auch hiernach erscheint jeder Lehrsatz, dessen Beweis sich 
auf die £xistenz einer complexeu Zahl stützen mnss, von 
der geometrischen Anschauung abhängig und also i^ynthetisch. 

*) Man vergleiche Uber den Ausdruck .VuraiteltuDg'' § Ü7, ttber 
^Grappe** das bi Benig »vf .Aggregat" § U3 q. § 25 0eMgte, Uber 
4to Oleichhdt der Seneote §§ 84-8». 

Der EtoftcUicit wegen eehe ich hier Tom IaeoiiiiDC«iaiiMi tk. 
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§ 104. Wodiireb sollen uns denn nnn die BrAcbe, die 
Iirationalzalilen und die complexen Zahlen gegeben werden? 
Wenn wir die Anscbanung zu Hilfe nebmen, se fllbren wir 

etwas Fremdartiges in die Arithmetik ein; wenn wir »ber 
nui- den Begriff einer solchen Zahl durch Merkmale bestimmen, 
wenn w ir mir verlangen, dass die Zahl gL W is.se Kigenschalten 
lvdhi\ so bürgt nichts dafür, dass auch etwas unter den 
Begj iti Julie und unsern Anforderungen ent^iprecUe, und doch 
müssen sich giade hierauf Beweise stützen. 

Nun, wie ist es denn bei der Anzahl? Dürfen wir 
\m ) jeden, bevor uns nicht so- 

viele Gegenstände in der Anschauung gegeben sind? Tst es 
so lange ein leeres Zeichen? Nein! es hat einen ganz be- 
stimmten Sinn, obwohl es psychologisch schon in Anbetracht 
der Kürze unseres Lebens unmöglich ist, uns soviele Gegen- 
stände vor das Bewusstsein zu führen*); aber trotzdem ist 
1000 0^ ein Gegenstand, dessen Eigenschaften wir er- 
kennen Icönnen, obgleicb er niebt anscliaulich ist. Man 
überzeugt sich davon, indem msn bei der Einfilbmng des 
Zeicbens a* fbr die Potenz zeigt, dass immer eine und nur 
eine positive ganze Zabl dadnrcb ausgedrückt wird, wenn a 
und n positive ganze Zahlen sind, ü^ie dies gescbeben kann, 
würde hier zn weit führen, im Einzelnen darznl^en. Die 
Weise, wie wir im § 74 die Nnll, in § 77 die Eins, in § 84 
die unendliche Anzahl oo| erldürt haben, und die Andeutung 
des Beweises, dass auf {ede endliche Anzahl in der natür- 
lichen Zalilenreihe eine Anzshl unmittelbar folgt (§§ 82 n. 83), 
werden den Weg im Allgemeinen erkfennen lassen. 

Es wird zuletzt auch bei der Definition der Brüche, 
romplexen Zahlen u. s. w. Alles darauf ankommen, einen 
beurtheilbaien Inhalt aufzusuchen, der in eine Gleichung 
verwaudelt werden kann, deren Seiten dann eben die neuen 



*i Ein leirbter UeberschUg xeig^ dftM dun KilUottea Jahre laage 
nicht hinreichen irttrdea. 
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Zahlen Mod. Mit aiid«rn Woiteu: wir müssen den Sinn 
eines Wiederei kenn iingisnrtheils für solclie Zahlen festsetzen. 
Dabei sind die Bedenken sn beachten, die wir ({§ 68—68) 
in Betreif einer solehen Umwandlung er((rtert haben. Wenn 
wir ebenso wie dort verfahren, so werden uns die neuen 
Zahlen als Umfiüige von Begriffen gegeben. 

§ 105. Aus dieser Auffassung der Zahlen^ erUtrt 
sich, wie mir sdieint, leicht der Reis, den die Beschilftigung 
mit der Arithmetik und Analysis ausübt. Han konnte wohl 
mit Abänderung eines bekannten Satzes sagen: der eigent- 
liche Gegenstand der Veiiiunft ist die Vmunft Wir be- 
schäftigen uns in der Arithmetik mit Gegenständen, die uns 
nicht als etwas Fremdes von aussen durch Yeimittelnng 
der Sinne bekannt werden, sondern die unmittelbar der 
Veiiiuuft gegeben sind, welche sie ala ihr Eigenstes völlig 
durchschauen kann**). 

Und doch, oder vielmehr grade daher sind diese Gegen- 
stände nicht subjeclive Hirngespinnste. Es giebt nichts 
Objectiveres als die arithmetisLhen Gesetze. 

§ 106. Weifen wir noch einen kurzen Kückblick auf 
den Gang uu{>erer Untersuchung! Nachdem wir festgestellt 
hatten, dass die Zahl weder ein Haute von Dingen noch 
eine Eigenschaft eines solchen, dass sie aber auch nicht 
subjectives Erzeugniss seelischer Vorgänge ist; sondern dass 
die Zahlangabe yon einem Begritte etwas Objectives aussage, 
versuchten wir zunächst die einzelnen Zahlen 0, 1 u. s. w. 
und das Fortschreiten in der Zahlenreihe zu definiren. Der 
erste Versuch misslang, weil wir nur jene Aussage von 



*} Uu kllnnte aie «ich fomnl Benaen. Doch ist n« g»iis TCfvdiiadai |; 

TOB der üben unter diesem Namen benrtheiltea. . 

***) Ich will hiermit g^r uicht leugnen, dass wir ohne sinnliche |; 
Findriirke dumm wie ein Brett wären und weder von Zahlen noch von 
sonst etwRg wiissteu; aber dieser jisyi hoiogische Satz peht nns hier g;ar 
nicht« an. Wegen der bestündigea üefaUr der Yeriuischung zweier « 
gTundTenddedtBcr Jfn^en hdie kh die« ao^milf hcrror« | 

II 
I 

f- 

Digitized by Google 



iie 



Begriffen, nicht aber die 0, die 1 abgesondert deflnirt hatten, 
welche nur Theße von ihr sind. Dies hatte znr Fulge, dass 
wir die Gleichheit von Zahlen nicht beweisen konnten. Es 
zeigte sich, dass die Zahl, mit dei j»ich die Arithmetik be- 
schäftigt, nicht als ein unselbständiges Attribut, soudern 
substantivisch gefasst werden muss*). Die Zahl erschien 
so als wiedererkennbarer Gegenstand, wenn auch nicht als 
physikalischer oder auch nur räumlicher noch als einer, von 
dem wir uns durch die Eiubilduiigskraft ein Bild entwerfen 
können. Wir stellten nun den Grundsatz auf, dass die Be- 
deutung eines AVortes nicht vereinzelt, sondern im Zusammen- 
bange eines Satzes zu erklären sei, durch dessen Befolgung 
allein, wie ich glaube, die physikalische Auffassung der Zahl 
vermieden werden kann, ohne in die psychologische zu ver- 
fallen. £» giebt nun eine Art von Sätzen, die für jeden 
Gegenstand einen Sinn haben müssen, das sind die Wieder* 
erkennnngsäta», bei den Zahlen Qleichungeu genannt Auch 
die Zahlangabe, sahen wir, ist als eine Gleichung au&u* 
fassen. Es kam also darauf an, den Sinn einer Zahlen- 
gleichung festzustellen, ihn anszudrücken, ohne von den 
Zahlwörtern oder dem Worte „Zahl'' Gebrauch zn machen. 
Die Möglichkeit die unter einen Begriff F fallenden Gegen- 
stände, den unter einen Begriff G fallenden beiderseits ein- 
deutig zuzuordnen, erkannten wir als Inhalt eines Wiedei- 
erkennnngsurtheils von Zahlen. Unsere Definition musste 
also jene Möglichkeit als gleichbedeutend ndt einer Zahlen- 
gleichung hinstellen. AVir erinnerten an ähnliche Fälle: die 
Definition der Kiclilung aus dem ParaUelismus, der Gestalt 
aus der Aeliulichkeit u. s. w. 

§ 107. Es erhob sich nun die Frage: wann ist man 
berechtigt, einen Inhalt als den eines ^^'iedererkennungs- 
ui'theils aufzufassen? £s muss dazu die Bedingung erfUUi 



*) Der Untenchied eatsfricht dem swlüdiea «bUn* nad ,dl» Fiibe 
dei Bhnndi*« 
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seio, da88 in jedem Uriheile nubeschadet • seiner Wahrheit 
die linke Seite der versuchsweise angenommenen Gleichang 
durch die rechte ersetxt werden könne. Nun ist uns, ohne 
dass weitere Definitionen hinzukommen, zunächst von der 
linken oder rechten Seite einer solchen Gleichung keine 
Aussage weiter bekannt als eben die der Gleichheit £• 
brauchte also die Ersetsbaikelt nur in einer Gleichung nach* 
gewiesen zu werden. 

Aber es blieb noch ein Bedtuken bestehen. Ein Wieder- 
erkeanungb^ätz muss nämlich immer einen Sinn haben. Wenn 
wir nun die Möj^lichkeit, die unter den Begiilf F fallenden 
Ge<:?enstände den unter den Begriff G fallenden beiderseits 
ciiKlditig zuzuordnen, als eine Gleicliung auffassen, indem 
wir daliir sagen: „die Anzahl, welche dem Begriffe P zu- 
kommt, ii»t gleich der Anzahl, welche dem Begriffe G zu- 
kommt,*^ und hiermit den Ausdruck „die Auzahli welche 
dem Begriffe F zukommt^' einrühren, so haben wir für die 
Gleichung nur dann einen 8inu, wenn beide Seiten die eben 
genannte Form haben. AVir könnten nach einer solchen 
Definition nicht beui-theilen, ob eine Gleichung wahr oder 
falsch ist» wenn nur die eine Seite diese Form hat. Das 
veranlasste uns zu der Definition: 

Die Anzahl, welche dem BegrilTe F zukommt» ist der 
Umfang des Begriffes „Begriff gldchzahlig dem BegriffirF**, 
indem wir einen Begiiff V gleichzahlig einem Begriffe G 
nannten, wenn jene Möglichkeit der beiderseits eindeatigen 
Zuordnung besteht. 

Hierbei setzten ^\ ii* den Sinn des Auüdi uckes „Umfang 
des Begiiffes" als bekannt voraus. Diese AVeise, die Schwie* 
rigkeit zu Uberwinden, wird wohl nicht iiberall Beifall finden, 
und Manche werden vorziebn, jeues Bedenken in andrer 
WeiJ^e zu beseitigen. Ich lege auch auf die Ileranziebnng 
des Umfangs eines Begriffes kein entscheidendes Gewicht« 

§ 108. Es blieb nun noch iibrig die beiderseits ein- 
deutige Zuordnung zu erklären; wir AIhrten sie auf rein 
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logische Verhältnisse zurück. Nachdem wir nun den Beweis 
des Sat^ angedeutet hatten: die Zahl, welche dem Begriffe 
F zukommt, ist gleich der, welche dem Begriffe G znkoromty 
wenn der Begi-iff F dem Bi^riffe 6 gleicbzahlfg ist, defl- 
Birlen wir die 0, den Ausdruck „n folgt in der natfiLrlielien 
Zahlenreihe unmittelbar auf m*' und die Zahl 1 und zeigten, 
dass 1 In der natürlichen Zahlenreihe nnmittelhar auf 0 folgt. 
Wir ittbrteu einige Sätze an, die sich an dieser Stelle leicht 
beweisen lassen, nud gingen dann etwas näher auf folgenden 
ein, der die Uuendliehkeit dei* Zahlenreihe erkennen Iftsst: 
Auf jede Zuhl folgt in der natürlichen Zahlenreihe 
eine Zahl. 

AVir wurden hierdurch auf den Begriff „der mit n en- 
denden üatui lirheii Zahlenreihe angehörend** geführt, von dem 
wir zeigen wuliten, dass die ilim zukouinieude Auzald auf n 
in der natiiiHcliPn Zahlenreihe umiHtt^dbar folge. Wir deti- 
niiten ihn ziii)äclii>t mittels des Folgeiis eines Gegenstandes y 
auf einen Gegenstand x in einer allgemeinen f - Reihe. Auch 
der binn dieses Ausdruckes wurde auf rein logische Ver- 
hältnisse zurttckgefübrt. Und dadurch gelang es, die Schlüsse 
weise von n auf (n 4- 1), welche gewöhnlich lür eine eigen- 
thümlicb mathematische gehalten wird, als auf den allgemeinen 
logischen Scbhissweisen beruhend nadizuweisen. 

Wir braachtea nun zum Beweise der Unendlichkeit 
der Zahlenreihe den äatz, dass keine endliche Zahl in der 
natürlichen Zahlenreihe auf sich selber fo^ Wir kamen 
so zu den Begriffen der endlichen und der unendlichen Zahl. 
Wir zeigten, dass der letztere im Grunde nicht weniger 
logisch gerechtfertigt als der erstere Ist Zum Vergleiche 
wurden Gantors unendliche Anzahlen und dessen „Folgen 
in der Succession" herangezogen, wobei auf die Verschiedenheit 
im Ausdrucke hingewiesen wurde. 

§ 109. Aus allem Vuiangeheuden ergab sich nun mit 
giosser AVahrscheinlichkeit die analytische und apriorische 
Natur der arithmetischen Wahrheiten ; und wii* gelangten 
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ta «iner Verbesserung der Ansicht Kants. Wir sahen 
ferner, was noch fehlt, nm Jene Wahrseheinlkhkeit lur 
Gewissheit xn erheben, and gaben den Weg Mi der dabin 

führen muss. 

£ndUch Venutzteii wir nnftere Eiigehnl&se zur Kritik 
einer formalen Theorie der negativen, gebrochenen, irratio- 
nalen nnd complexen Zahlen, durrb welelie deren Unzuläng- 
lichkeit offenbar wurde. Ihren Fehler erkannten wir darin, 
dasa sie die Widerspruchslosigkeit eines Begriffes als bewiesen 
annahm, wenn sich kein Widerspruch gezeigt bstte, nnd 
dass die Widerspruchslosigkeit eines Begriffes schon als hin- 
reichende Gewähr für seine ErflUltbeit galt. Diese Theorie 
bildet sich ein, sie brauche nur Fordemngen zu stellen; deren 
Erflillung verstehe sich dann von selbst. Sie gebärdet sich 
wie ein Gott, der durch sein blosses Wort schaffen kann, 
wessen er bedarf. Es musste auch gerügt werden, wenn 
eine Anweisung zur Definition füi diese selbst ausgegeben 
wur\le, eine Anweisung, deren Befolgung Fremdartiges in 
die Arithmetik einführen würde, obwohl sie selbst im Aus- 
drucke sich davon frei zu halten vermag, aber nur weil sie 
blosse Anweisung bleibt. 

So geräth jene formalH Thei iie iu Gefahr, auf das 
Aposteriorische oder doch Synthetische zurückzufallen, wie 
sehr sie sich auch den Anschein giebt, in der Höhe der 
Abstractionen zu schweben. 

Unsere frühere Betrachtung der positiven ganzen Zahlen 
zeigte uns nun die ^lögliclikeit, die Einmischung von äussern 
Dingen und geometrischen Anschauungen zu vermeiden, ohne 
doch in den Fehler jener formalen Theorie zu verfallen« Es 
kommt wie dort darauf an, den lohalt eines Wiedererkennungs* 
nrtheils festzusetzen. Denken wir dies überall geschehen, 
so erscheinen die negativen, gebrochenen, irrationalen nnd 
complexen Zahlen nicht geheimnissT<dler als die potitim 
gamen Zahlen, diese nicht reeller, wirklicher, greifbarer 
als Jene. 
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